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SOBHUSEIE 
GESAMMELTE ABHANDLUNGEN 


ANMERKUNGEN 


ZUM ZWEITEN BANDE 


Die Abweichungen dieser Auszahe von der 


ersten Drucken‘). ...... 


. 

S.2, 2.6 (146, 2.8): „alle solche“. 

S.2, Z.18f. (146, 2. 20f.): „die sich 
schneiden‘, — ‚‚die sich berühren“. 

8.2, 2.16 v.u. (146, 2.18 v.u.): 
„darin erhält“. 

8.3, 2.88. 
zwei‘. 

9.8, 2.18 (147,°2.11): ‚im leb- 
haften“. 

8.83.2.16 vu [147.2 35 vu): 
„im Raum“. 

8.3: 213 v.u. 1147, 2.12, 11 vu): 
„Dieser letzte Paragraph gibt alle“. 

S.4, 2.11, 12, 14 (148, 2. 12,13, 15): 
„der zweiten Ebene‘. — ‚und dieselbe.‘ 
— „der zweiten Ebene“. 

5.4. 2.400188, 
die... Ebene sich 
Ebene“. 

8.4, 4.15 v. u; (148; 2.19, I8W. u.): 
„und in der zweiten“, 

3.4. 7.102.393 %.0 08,7 BB v.u) 
„ausdrückt, einander hinsichtlich der 
Gleichung (1) reziprok“. 

8: 4.:2.8.0.U..1148, 7.12.11 vu): 
„daß die Tangenten ... sich als“. 

S.5, 2.4 (149, 2.1): „in der zwei- 
ten“, .. 

S.5, 2.6 (149, 2. 3): „durch die Bild- 
punkte“. 

S.5, 2.12 (149, 2.11): „die zweite“. 

8:0,-34.712.9.0,:949,. 4.12. vu): 
„Raumelement“. 


(147, 2.1): „bezüglich 


2.181): 
der 


„daß 
zweiten 


vo . .> 
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. 
> 
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S.6, 2.9 (150, Z.4): „darauf ge- 
richtet‘. 

S.6, 2.15 v.u. (150, 2.19): „bezüg- 
lich“. So noch öfter. 

58.6, 2.12.11 vu. (160, 2 222.3 
„daß die...sich wesentlich“. 

S.6, 2.2 v.u. (150, 2.12 v.u.): „als 
Element“. 

S.7, 2. 8f. (150, 2.2, 1 v.u.): „Kom- 
plex imaginärer Geraden“. 

S.7, 2.14 (151, 2.5): „als Raum- 
element“. 

S.7, 2.19 (151, 2.10): „darauf ge- 
richtet“. 

S.7, 2.12 v.u. (151, 2.18): „Inter- 
pretation partieller‘‘. 

S.8, 2.10—13 (152, Z.1—3): ‚Den 
Inbegriff ... bildet der... zugeordnete 
elementare‘. 

$.8, 2.5 v. u. (152, Z. 20): „indem 
alle“. ; 

S.8, 2.2,1 v.u. (152, 2. 23f.): „dem 
Problem ... die allgemeine .. 
allen ihren Punkten“. 

S. 9, 2.19 (153, 2. 3): „Die ebenso“. 

3.9,..2.:33 8,0 41153 2: 10): ‚ist es 
klar’. 

3.10, 224: (153, 4.19 5.0.% Nun 
sagt“. 

3.10, 2.15.37. (16598,..2.3, 7 wu) 
„also dieselbe‘. — ‚Interpretation pär- 
tieller‘“. 

8:.10,.2.7..9,.u. (194,2. 11)2 ‚ge 
hören“. 


.,„ die in 


1) Die eingeklammerten Seitenzahlen beziehen sich auf den ersten Druck, 
dahinter folgt dessen Lesart. Unmittelbar ersichtliche Druck- und Sprachfehler 


sind nur in einzelnen Fällen ie; 
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S. 11, 2.7 (154, 2.19): „allgemeine“. 

S.11, 2.18 (154, 2.12 v.u.): „sich 
schneiden“. 

S.11,2.5 v.u. (155, 2.4): „(cfr. $1) 


[23 


nun . 


8.412.:2,6 nn 2. . „dieselbe 
wird“. 

3,12, 7 15 108; 2.19 Y. u): „im 
zweiten‘, 

5412 IV (15, 2; ‚10 v,ü.): 


„des zweiten‘. 

8,12.22,.18, 8 0.0.1155, 22.9.4 
v.u.): „sich‘ statt: ‚„einander‘‘. 

S.13, 2.8 (156, 2.14): „die zweite“. 

S. 13, 2. 20 (156, 2. 25): „im zweiten“. 

8.18, 42.12 v.u. (156, 2.10 v.u.): 
„bilden eine“. 

S213,22.8. vous 
„liegt darin“. 

S. 13, 2.7—tv. u. (156, 2.5—2 v.u.): 
„Kurve Y geht. Außerdem liegen also 
auf F eine ..., die ebenso von ... 
gehen (N —1) &£’ durch jeden 
Fläche, vorausgesetzt“. 

S. 14, 2.5 (157, 2. T) fehlt: „Kurven“. 

S.14, Z.14f. (157, 2.16): „bilden 
ge... P.sichals. 

S.14, 2.17 (157, 2.18): 
tiblen‘“. 

S.14, 2.22 (157, 
rade“. 

S.14, Z2.12—10 v.u. (157, 2.14, 13 
v.u.): „ein eindeutiges ist‘. — ,„Vor- 
stellung über unsere“. 

S.14, 2.8—6 v.u. (157, 2.11—9 
v.u.): „daß die... sich als“. 


156, 2.6 vu 


„als reduk- 


2.23) fehlt: „ge- 


S.15, 2.2 (157, 2.6 v.u.): „Quer- 
schnitt‘. 
8.15, 2.5 (158, 2.1): „bilden“. 


S.15, 2.10 (158, 2.7): „beliebig ge- 
gebene ... über und sie“. 

S.15, 2.17, 16 v.u. (158, 2. 20£.): 
„daß aus den... (1)sich Ausdrücke ..., 
die ebenso“. 

8,15, 2.14 v.u. (158, 2.18 v.u.): 
„die sich‘. 

u 20 wm ass, 2.10 v.u.): 
„berühren sich die... IT in“. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


8.16, 2.13,10 v.u. (159, 2.19, 21£.): 
„dieselbe wird“. 

8.16, 2.2,1v.u. (159, 2.4,3 v.u.): 
„des neuen und des“. 

S. 17, 2. 16f. (160, Z. 9): „‚die hervor- 
tretende in unserer Darstellung“. 

S.17, 2.19 (160, Z.11f.): „daß der 

. Raumelements sich‘. 

S.17, 2.23 (160, 2.15) fehlt: 
gedrückt“. 

S. U 2.11v.u. (160, 2.21): „hierbei 
ist zu‘ 

S. 18, 2.1: 1360; 2.12 v.n.J: 
selbe nach“. 

S.18, 2.20£. (161, 2.9): „die a 
(n — 2)-fach“. 

S.18, 2.10 v.u. (161, 2.19): „bildet 
dasselbe‘. 

S.18, 2.7—5 v.u. (161, 
v.u.): „bezüglich ... des 
Raumes . ordnen die ... 
Gruppen auf n“. 

318, 7.4 vu Jibl, 
„daßein...sich als“. 

S.19, 2.16 (162, 2.3): „‚ein Resultat‘“. 

8.19, 2.10 v.u., 20, 2.4 (162, 2.18, 
23): „darin“. 

3:20, 2.11 7:0, 3 vu, (162, 2.12 
1 v.u.): Im ersten Drucke sind für 
X, Y,Z dieselben Typen gesetzt, wie 
bisher. 

8.20, 2.16, 15 v.u. (168, 2.7): 
„Strahl-Büschel‘‘, so noch öfters. 

S.21, 2.5—7 (163, 2.16—14 v.u.): 
„entsprechen bei ... endliche Zahl ... 
Ausnahm-Elemente‘“. 

S. 21, Z. 10—16 (163, 2. 10—4 v. u.): 
„ein Ausnahm-Element“. — ‚daß ein 
Element sich ... Wenn die... erhalten 
wir also in ... Ausnahm-Elemente .. 
entsprechen, welche‘. 

8.22, 2.5f. (164, 2.14, 13 v.u.): 
„findet sich... zweiten Raumes“. 

S. 22, 2.13f. (164, 2. 9,8v.u.): „daß 
die... einen sich... der zweiten“. 

8. 22, 2.8,1v.u. (165, 2.8,6v.u.): 
„liegt darin... der zweiten Kongruenz 
außer‘. 


„aus- 


„die- 


7.10—8 
zweiten 
sich in 


242. mu) 
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S. 22, 2.13 v.u. (165, Z. 8): „‚ebenso“. 

8.23, 2.9 v.u. (165, 2.4 v.u.): 
„des Imaginären‘. 

S. 23, Z. 20 (166, Z.1): ‚„‚Raumele- 
ment‘. 

8.28, 2.22 (166, 2.3): X=P,..., 
Z+z+paı=!. 

S.23, 2.2,1v.u. (166, 2.5, 4v.u.): 
„Räume einen ... des zweiten“. 

S.24, 2.8,12 (166, 2.24, 23,19 v.u.): 
„ein eindeutiges“. — „des zweiten‘. 

S.24, 2Z.18f., 22f. (166, 2.12, 9 
v.u.): „Abbildung eine eindeutige ... 
der zweite ein“. 

S. 24, 2.5, 4 v.u. (167, 2.5, 4v.u.): 
„zweier linearen‘. 

S. 25, 2.2 (167, 2.10): „im zweiten‘. 

5.28.2318 (167..2,.315 v u: „Bi 
begriff“. 

S.26, 2.12 (168, 2.15 v.u.) „und 
somit‘. 

S.26, 2.10 v.u. (169, Z.1f.): „wäh- 
rend die ... sich als“. 

S.27, 2.3 (169, 2.8): 
des zweiten“. 

8.27, 2.3 v.u. (169, 2.3 v.u.): „als 
regelmäßige“. 

3.27: 4.18 (169,.2.19- vu): „ge- 
hören, ohnedies‘. 

3.27, 2.12, 3.8 v.2. (169,2. 88.u, 
170, Z. 1): „gehören“. 

S.28, 2.9, 10 (170, Z.11, 13): „Ge- 
raden...... gehört‘“. 

S.28, 2.7 v.u. (170, 2.7,6 v.u.): 
„transformieren die... sich in“. 

S.29, Z.1f. (171, 2.1£.): „daß die 
&.r 0 Osich? 

S.29, 2.3 (171, 2.3): Die Bezeich- 
nung (1) fehlt. 

S.29, 2.4 (171, 2.4): „man zwischen 
.... Gleichungen &, y, 2°. 

S.29, 2.9, 12 (171, 2.10, 13) fehlen 
die Faktoren 4,4. 

B..29,2 2.:14f. AI, 2 
„e=4t(X’+iY’)‘ usw. 

S.29, 2.3—1v.u. (171, 2.3,2 v.u.): 
„auf dieselben... Klein bemerkte‘. 


gehören ... 


„»- 


15£.): 
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8.29, 2.17, 16 v.u. (171, 2.17, 16 
v.u.): „bildet eine... sich ab“. 

8.29, 2.12 v.u. (171, 2.13 v.u.): 
„tt H=r+0=0“ 

S.29, 2.7 v.u. (171, 2.8v.u.): (2) 
statt: (3). 

S.29, 2.5, 4 v.u. (171, 2.5 v.u.): 
„das Bild aller“. 

8.9, 2.1,2 (171, 4.4 v.u, 172, 
Z.1): „bildet eine... sich als“. 

S. 30, 2.4 (172, 2.3): „Zwei sich“. 

S.30, 2.8 (172, 2.7): „Geraden... 
gehören“. 

S.30, 2.13 (172, 2.13): „Betrach- 
tung“. 

S.30, 2.14, 13 v.u. (172, 2.22): 
„das heißt ... Bild-Kugeln über“. 

S.30, 2.12 v.u. (172, 2.23): „die 
sich‘. 

5.30, 12.5 m..41702,. 7.12 vu): 
„ebenso einen ebenen‘. 

8.80, 2.1 v.u. (172, 
„sich in“. 

9.31, 4.6 (112, 73 vu): „be 
rührende‘‘. 

S91. 1417 10,12, 11 2:0 0 
7.13—15, 19f.): „daß eine ... enthält, 
sich in“. — ‚daß alle... sich als“. 

592 ZSt (3. ACC vu) 00 
hören‘. 

S. 32, 2.18 (174, Z. 6) fehlt: „von“. 

S. 33, 2.8 (174, 2.10 v.u.): „sich als 
alle... Größe abbilden“. 

S. 34, 2. 10£. (175, 2.10, 9 v. u.): „so 
sucht man nach“. 

S.34, 2.18 (175, Z.2v.u.): „Paaren“. 

38.34, 2.17, 14 v.u. (116, 4.4, 7): 
„linearen“. — „mögliche“. 

S.34, 2.8, 7 v.u. (176, 2.13—15): 
„ein oder... sind, indem die... Kugel 


2:8 vu.) 


sich“. 
8.35, 2.4, 12 (176, 2.19, 11 v.u.): 
„mögliche“. — „geschnitten werden“. 


8.85 24.8: vu,36.2.5, IE 
(177, 2. 14f., 22f., 25f.).: „daß die . 
Fläche sich‘. — „daß zwei... sich als“. 
— „daß also... sich in“. 

8.86, 2.16f. (177, 2.71, 6 v.u): 


820 


8.74, 2.9 v.u. (212, Z.11 v.u.): 
„ebenso“. 

S. 75, 2.3 (212, 2.2 v.u.): „begiebt‘“. 

S.75, 2.14 (213, 2.10): „zugehörigen“. 

8.75, 2.4,2v.u. (218, 2.4,3 v.u.) 
fehlt beide Male: ‚von‘. 

S.75, 2.17—20 (213, Z.13—16): 
„muß die... sich in der Form“. 

8.76, 2.5 (213, 2.183 v.u.): „Zahl“. 

S. 76, 2.18, 24 (214, 2.10, 16): „all- 
gemeine ... beliebig gegebene‘. 

8.76, 2.4—2 v.u. (214, 2.4—2 
v.u.): „liegen, ist ... Dieselbe ent- 
spricht ... daß Developpablen ... sich 
im‘, 

S. 77, 2.15 (215, Z.5): „gehören“. 
8.77, 2.9 v.u. (215, 2.19): „mög- 
liche Weisen in Paar‘‘. 

8.78, 2.101. (216, 2.18.): ‚diese 
Gleichung sich auch folgenderweise‘‘. 

: dz 

3.78, 2.14 (216, 2.5): „statt / 47 
setzt‘‘. Übrigens müßte an Stelle von 
dxz:dy stehen dy:de. 

S.78, 2.20 (216, Z.10): „Gesetz“. 

9.78, 2.5, 4 v.u. (216, 2.20 v.u.): 
„hierbei ist zu‘. 

3.79, 2.22, 30 (217, 2.7, 15): „ge- 
hören“. — ‚gehört‘. 

3.80, 2.3 (217, 2. 28): „Zahl“. 

5.80, 2.13 (217, Z.12 v.u.) fehlt: 
ZU 

5.80, 2.16 (217, 2.8 v.u.): „einen 
ebenen Büschel‘“, so noch mehrmals. 

280, 4,93: vu. (218. 48 °v. u.): 
„darin“. 

8.80, Z.11 v.u. (218, 2.13): „daß 
der...sich unter‘. 

8. 81, 2.7 (218, Z. 21): „Zahl“. 

8.81, 2.14 (218, 2.13 v.u.): „läßt 
die... Ebene sich‘. 

S. 82, 2.3 (219, Z. 12): „in einem“. 

S.82, 2.5—8 v.u. (220, 2.13—15): 
„schneiden sich ... läßt der ... sich 
auffassen‘‘, 

S. 84, 2.10 (221, Z. 24) fehlt: „einer“. 

S. 84, 2.8 v.u. (221, 2.8 v. u.) fehlt: 
0 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


8.84, 2.1 v.u. (221, Z.1 v.u.): „‚ge- 
hören‘, 

8.85, 2.4,3 v.u. (223, Z. 7, 8) fehlt: 
„uns“ und; „ein“. 

S. 86, 2.16 (223, 
welches“, 

S. 86, 2.7,4 v.u. (223, 2.7, 4v.u.): 
„linearen... gehören‘, 

8.86, 2.19, 18 v.u. (224, Z.1f.): 
„man eine lineare D,, aus... Integrale 
nimmt, dieselben einfach‘. 

S. 87, 2.4, 3 v.u. (224, 2.3 v. u.): 
„die besprochene Aufgabe sich“. 

5.89, 2.17 v.u. (226, Z. 20): „‚diesich‘“. 

8.89, 2.12 v.u. (226, 2.25): „nun 
H:=-Osich- 

S. 91, 2.9. (228, Z.1): „enthaltenes 
partikuläres‘“. 

S.91, 2.6, 5 v.u. (228, 2.15, 14 
v. u.): „partiellen‘“. 

3.92, 2.5 v.u. (228, 2.5 v.u.): 
„Developpablen‘“. 

S. 93, 2.15 v. u. (230, Z.7): „außer 
der‘, 

S.94, 2.1 (230, 2.17): „diese Glei- 
chung sich“. 

8,94, 2.20, 13 vu 231, 2.4, dr): 
„linearen“. — „gehender“. 

S.94, 2.20v.u. (231, Z.4) fehlt: „uns“. 

8.95, 2.20, 23 (231, 2.4, 1 v.u.): 
„sein müssen“. — „gehören‘. 

Sr N ae v2: a 
„Doppel-Kegelschnitt‘. 

8.98, 2.16 v.u. (234, 2.4 v.u.): 
„Ss 19,30”. 

5.98, 2.4 v.u. (235, 2.3 v.u.): „‚ge- 
hört‘. 

S. 99, 2.17, 22 (235, 2.22, 17 v.u.): 
„wenigstens in“. — „zusammengefalle- 
nen“. ' 

8.99, 2.14, 12 v.u. (235, 2.13, 11 
v.u.): „mittelst‘“. 

S.100, 2.12f. (236, 2.22): ‚oder 
als... Fläche sich‘, 

S.100, 2.14 v.u. (236, 2.9 v.u.): 
fehlt: „uns“. 

S.101, 2.2 (237, 2.8): „die Fläche 
(1) sich“. 


2.83): Bu, 


B. Wal )e 
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8.101, Z.14 (237, Z.20) fehlen die 
Faktoren 4. 

8. 101, 2.17 (297, 2.23): „— de(a—b) 
RBRRETTE TER, 

3.101, 2.19 (237, 2. 25): „wissen (70)“. 

8.101, 2.9 v.u. 897, 2.7 v.u.): 
N W-: a 0 eh 


ac 

S.102, 2.12, 11 v.u. (238, 2.12, 11 
v. u.) fehlt: „an“. — „+ aY?“. 

8.102, 2.9 v.u. (8, 2.9 v.u.): 
4 statt: 8. ö 

S.103, 2. 4f. (239, Z. 5): „‚zerfallenen 
Kegelschnitt“. 

S.103, Z.8 (239, Z. 8) fehlt: «. 

S.103, Z.12f. rechts (239, Z. 12f. 
rechts): „zusammengefallenen“. 

S.103, 2. 20 links (239, Z. 21£. links): 
„In den Berührungspunkt‘‘. 

S. 103, Z. 21 rechts (239, Z. 21 rechts): 
„In dieselben‘. 

S.103, 2.5,4 v.u. links (239, Z. 5—3 
v.u.links): „In den ... Berührungs- 
punkt“. 

S.103, 2.4 v.u. rechts (239, 2.4 v.u. 
rechts): ‚in die sich“. 

S.104, 2.18 (240, Z.18f.): ‚„zusam- 
mengefallene‘‘. 

8.104, 4.12 v.uStlnks, 105, 41 
(240, 2.14, 2 v. u. links): ‚findet‘. 

S.105, 2.3 rechts (240, Z.1 v.u. 
rechts): ‚‚gehört‘‘. 

S.105, 2.5 links (241, 2.4): „be- 
rühren“. 

S. 105, 2.16 links (241, Z. 16f. links): 
„stationäre“. 

S.106, Z.11f. (242, Z.7f.): „lineare 
. .. Erzeugenden‘'. 

8.107, 2.4 (242, 2.5 v.u.): „spe- 
ziellen‘“. 

S.107, 2.10—8 v.u. (243, Z. 23f.): 
„Büschel, und zwar ist Const. — 0 die 
eine, welche nur für eine spezielle Kon- 
gruenz Leitlinie sind‘. 

S. 108, 2.10, 8, v.u. (244, 2.15, 17): 
„indem man“. — ‚darin‘. 

8.109, 2.21 (245, 2.6): 
graphe“. 


„Para- 
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5.109, 2.8 v.u. (245, 2.16): „Re- 
sultat‘‘. 

S.110, 2.6 (245, 2.16 v.u.): „‚Cen- 
tra‘. 

S.110, 2.14 v.u. (246, Z. 10): „sein“. 

S.111, 2.5 (246, Z.15 v.u.): „Nor- 
mal-Kegeln“, 

S.111, 2. 21f. (247, 2.4): „sich in“. 

5311, 2.3 '7.u..247, 2.15 'v. u.) 
fehlt: „an“. 

8.112, 2.12 v.u. (247, 2.6 v.u.): 
„finden sich‘. 

S. 112, 2.11 (248, Z.1): „finden sich‘. 

8.112, 2.1 v.u. (248, 2.5 v.u.): 
„Überdies gehört“. 

Ss. 113, 2.5f. (248, 2.16f.): „läßt 
die „22 ist. Sich, 

S.113, 2.8 (248, 2.19): d statt: 0. 

S.113, 2.9 (248, Z. 20): „darin“. 

S.113, Z.11 (248, 2.23): „so sollen“. 

S.113, 2.18 (248, Z.11 v.u.): „soll 
nur‘, 

S.113, 2.4 v.u. (248, 2.4 v.u.): 
„Funktion eines‘. 

S.113, 2.5 v.u. (249, 2. 13f.): „ein- 
treffen, wenn der Punkt % sich.“ 

8.114, 2.2 v.u. (249, 2.2 v.u.): 
„nicht die Möglichkeit“. 

S.114, Z.6 (249, Z.19): „also (1) 
sich‘. 

S. 114, 2. 7f. (249, 2. 20£.): d statt 0. 

S.114, 2.14 (249, 2.27): „aus (2)sich‘“. 

9.414, 29 v.u (250..2.4): „An 
schluß zu dem Vorangehenden‘“. 

8.115, 2.9 (250, Z. 18): „Linie“. 

S.115, 2.18, 26 (250, 2.12, 4 v.u.): 
„Theorem‘‘. — ‚„‚Doppelkegelschnitt“. 

8.115, Z.8 v.u. (251, Z.2) hätte 67 
durch 69 ersetzt werden müssen. 

8.115, 2.8v.u. (251, Z. 3): „erstere“. 

3.116, Zudt. (251,, 2.168): daB 
die...sich als“. 

8.116, 2.17£. (251, 2.13, 12 v.u.): 
n-ter Ordnung, die... berührt, ab“. 

8.116, 2.17, 16 v.n. 252, 2.1f):; 
„daß die...sich als“. 

S. 116, 2.13 v. u. (252, 2. 5): „‚daß die 


| - - - sich auf“. 
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S. 117, 2. 13f. (252, 2.16, 15 v.u.): 
„denen die...sich paarweise‘. 

8.117, 2.18 (252, 2.10 v.u.): „mit- 
telst‘“. 

8.117, 2.3 v.u. (252, 2.3 v.u.): 
„indessen dieselbe‘. 

8.117, 2.6, 5 v.u. (253, 2. 10f.): 
„daß die... sich in“. 

S.118, 2.3 (253, 2.14): „daß die... 
sich zu‘. 

S.118, 
v.u.): „ordnen die .. 
Komplexe gehören“. 

S.118, 2.4 v.u. (253, 2.1 v.u.): „in 
den“, 

S.118, 2.16 v.u. (254, 2. 5f.): „aus- 
gezeichnetes“. 

8.119, 2.2 (254, 2.10): „übergeht, 
dessen‘, 

S.119, 2.11 (254, 2. 20): „bilden“. 

S.119, 2.18 (254, 2.15 v.u.): „sich 
nach‘. 

3.119, 4.2.9.0. 055 ZZ WU) 
„Komplex“. 

S. 120, 2. 6 (255, Z. 9): ‚vielen Weisen 
geteilt“. 

8.190, zZ. 11 (0855. 2. 1Af): 
lebhaften‘. 

S.120, 2.12 v.u. (256, 2.1): „von 
den“. 

8.120, 2.7,6 v.u. (256, 2.7): „noch 
mehrere‘. 

S.121, 2.5 v.u. (256, 
„muß hinzufügen, daß“. 

8.121, 2.12 v.u. (256, 2.13 v.u.): 
„Derselbe teilt‘. 


2.10—12 (253, 2. 21—19 
. Fläche sich ... 


„im 


7:09 9, u): 


II. 


8.122, 2.10 v.u. 831, 2.10 v.u.): 
„gerichtet worden“. 

S.123, 2.17 (332, 2.17): „im höhe- 
ren‘. 

9.123, 2.20 (332, 2.20): 
Riemanns und Weierstraß’ 
gange“. 

8.123, 2.26f. (332, 2. 26f.): „Rie- 
mann-Weierstraß’chen‘“. 


„Nach 
Vor- 
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8.124, 2.7,8, 10 (833, 2.1, 2, 4): 
„finden sich‘. — „imaginäre“. — „zu- 
kommen“. 

8.124, 2.4,3v.u. (333, 2.4,3 v.u.): 
„Inbegriff von Wertsystemen“. 

8.124, 2.12 v.u. (333, 2.18): „daß 
die... Flächen sich“. 

S8.125, 2.4, 3 v.u. (834, 2.17, 16 
v.u.): „Tangente zu der hindurch- 
gehenden ... Tangente zu der hindurch- 
gehenden‘. 

S.126, 2.13 (334, Z.1 v.u.): „einen 
ebenen Büschel‘. So auch später. 

S. 126, 4.17 (335, 2. 4): ‚‚derin‘“. 

S.127, 2.7 (335, 2.10 v.u.): „Dif- 
ferentialen‘“. 

S. 127, 2.13 (335, 2.4 v.u.): „zu der 
durch... . hindurchgehenden‘“. 

S.127, 2.15 v.u. (336, 2.6): „daß 
die...sich paarweise‘. 

S.127, 2.13 v.u. (836, 2.8) fehlt: 
„von“. 

3.127, 2:2: 9.u,.128,°2.2. (836, 
2. 21, 23f.): „mannun... sich im“. 

128, 2.41. 836, 2. 7 vu 6 
zugleich eine Kurve zin diesem Punkte“. 

8.128, 2.8 (836, 2.14 v.u.) fehlt: 
„von“. 

8.128, 2.18f. (336, 2.3, 2 v.u.): 
Stall: 5 

9.128, 2.10, 5 v.u. (837, 2.8, 13): 
„Integral“. 

8,129, 2.9, 7.9.u.:(938, 2.5, D): 
fehlt: ‚von‘. 

8.129, 2.6—4 v.u. (338, Z. 8£.): 
„Tangente zu der zweiten ... hindurch- 
gehenden .. .,indem jede“. 

8.129, 2.2 v.u. — 130, 2.1 (838, 
2.12 —14): ‚folgt, entweder daß ... 
Minimalkurve allgemeiner Lage berührt, 
den ..., oder auch daß“. 

S.130, 2.8f. (838, 2.21) fehlt: 
„von“. — „durch alle Punkte“. 

8.130, 2.15 (338, 2.16 v.u.): „hier- 
nach“. 

8.180, 2. 22, 26f. (388, 2.9,5 v.u.): 
„Richtigkeit von der“. — „Punkt 
allgemeiner“. 


: Abhandlung I, II 


S.131, 2.10 v.u., 132, Z.1f., 4f., 9 
(340, Z. 3, 5f., 8f., 13): „‚die Bedingungs- 
gleichung“. — „berührt; fügt“. — „die 
um den Kugelkreis geschrieben“. — 
„algebraische“. 

S. 132, Z. 12—10 v. u. (340, Z. 12—10 
v.u.) fehlt: ds. 

8.132, 2.5, 4 v.u. (340, 2.4 v.u.): 
„Hilfsvariable‘“. 

S.133, 2.13, 16f. (341, 2.14, 17£.): 
„da die Gleichungen (1) geben“. — 
„der sich nicht in dieser Form bei 
Weierstraß findet“. 

S.133, 2.19 (341, 2. 20): „Formeln 
(1) F (s) als eine“. 

S.133, 2.26 (341, 2. 28): „imaginär- 
konjugierte‘‘, so auf den folgenden Seiten 
durchweg. 

8.134, 2.4 v.u., 135, 2.4. (342, 
2.13, 6 v.u.): „unter sich.“ 

S.134, Z.1 v.u. (342, 2.10 v.u.): 
„indem sie sich in sich transformieren“. 

S.135, Z.11 (343, 2.2) fehlt: von‘. 

S.135, 2.3 v.u. (343, 2.10 v.u.): 
„ist, indem“. 

8.136, 2.7 (843, 2.2 v.u.): „unter 
sich“. 

S. 136, 27.11 (344, 2. 3) fehlt: von‘. 

S.136, 2.5 v.u. (34, 2.18 v.u.): „zu 
richten“. 

S. 137, 2.16 (345, Z. 3): „findet“. 

S.137, 2.12 v.u. (345, 2.12): „in 
Nummer 10, und dies sogar in zwei ver- 
schiedenen‘. 

S. 138, 2.16, 18 (346, Z.1, 3): „Aus- 
nahmsweise‘‘, so auch später, — ‚welche 
dabei‘. 

S.139, 2.12, 11 v. u. (347, 2.13): 
„Punkt wie die Werte t=b, t=a 
liefern.“ 

8.139.272. 9: vu. 140,72, 2. (847, 
2.6, 15): „reelle“. — „muß eine 
jede Minimalkurve durch“. 

S.140, 2.17 (3847, 2.10 v.u.): „der 
vorgelegten Minimalkurve eben- 
falls“. 

S. 142, 2.4, 9 (349, 2.7, 12): „ander- 
seits‘. — „Punkte geben“. 
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S.144, Z.1 (350, 2.15 v. u.) fehlt: 
„algebraischen“. 

S.144, 2.4 (350, 2.12 v.u.): „ihre 
Klasse‘. 

S. 144, 2.16, 13 v. u. (351, 2. 14, 16): 
„Kurve von“. — „nämlich dies“. 

S.144, 2.9,8,3v.u. (351, 2.19f., 25): 
„deren Spitze in z liegt.‘‘ — „und M’ 
Kegel.“ 

8.145, 2.4 v.u. (352, 2.3 v.u.): 
„Selbstverständlicherweise‘‘. 

S.146, 2.6, 8 (852, 2.17, 15 v.u.): 
„Minimalgeraden allgemeiner“. 

S.146, 2.17f. (352, 2.6, 5, v.u.): 
„Pol der‘. — ‚Gerade allgemeiner‘. 

S.147, 2.9 (853, 2.13 v.u.): „und 
welche dabei den‘. 

S.147, 2.18, 17, 18 (853, 2.9, 5, 4 
v.u.): „wir, daß‘. — es fehlt: ‚von‘. — 
„graden“. 


S.148, 2.8 (354, 2.16, 15 v.u.) 
„mehr eingehend‘. 
S.148, 2.20 (354, 2.4, 3 v.u.): 


„daß diese Methode sich“. 

8.149, 2.11 v.u. (856, 2.1): „Er- 
zeugenden‘. 

8:19.27 2 0, DO ZEV 
(856, 2:7, 5 v..): „vorneherein „. — 
„Wertsystem‘“. 

S. 150, 2. 16—14 v.u. (356, 2. 12—10 
v.u.): „daß unter... Fläche sich keine 
solche finden, ... indem unsere“. 

S.150, 2.8 v.u. (857, 2.3): „konju- 
gierte . ... entfernte“. 

S.151, 2.5 (357, 2.9): „‚Erzeugenden“. 

S.151, 2.14 (857, 2.18f.): „durch 
ihre Schnittkurven“. 

3: 1952. 2.7 wu 108 2 Wu) 
„mit den“. 

S.153, 2.10 (359, Z.7): „Minimal- 
fläche der m-ten‘“. 

S.153, 2.20 (359, 2.18): „algebra- 
ischen“. 

8.153, 2.5 v.u. (859, 2.12 v.u.): 
” statt: k. 

8.154, 2.18,.20 (860, 2.10, 12): 
„Maximumswert‘“, so noch öfter. 

S. 154, Z.21 (360, Z. 13): „‚oder beide“. 


824 


S.155, 2.4, 6 (860, 2.5, 3 v.u.): 
„Kurve“. — ‚wo das Summations- 
zeichen sich“. 

S. 155, 2.16, 17 (361, 2. 9f.): „darin“, 
— „sind, indem“. 

S.156, Z.1 v.u. (362, 2.19): „‚Maxi- 
mumswert der in“. 

S. 157, 2. 3f. (862, 2.22): „Kurven 
nur eine Reihenentwickelung im 
betreffenden Punkte besitzt“. 

S.157, 2. T7f. (3862, 2. 25f.): „Kurve 
nur eine... im betreffenden Punkte be- 
sitzt‘. 

S.157, 2.10 (362, 2.8 v.u.): „Ma- 
ximumswert der im‘, 

8.157, 2.12, 11 v.u. (863, 2. 4£.): 
„feste Kurve k Reihenentwickelungen 
im Punkte © = 0, t= 0 besitzt‘. 

= 101, 24.8,.739.0.:1969...2.8). 
„Kurve j Reihenentwickelungen in 
demselben Punkte‘. 

8.157, 2.2 9,u.:(869, 2.15): „der 
Maximumswert der im Punkte“. 

158, 2.13.17.19 0098.29. 03 
v.u.): „mögliche“. — „verlangte“. — 
„Ordnung“. 

84199, ZIELE yaUu. 
liebig vorgelegte‘‘. 

S.160, 2.2—4 (365, 2. 17—19): F” 
statt F’’; ds fehlt. 

S.160, 2.14 (365, Z.10 v.u.): ‚wir 
daher“. 

S. 161, 2. 3£. (366, 2. 14): „Formeln 
(1) F(s)eine... vons sein läßt“. 

S.161, 2.5, 7, 9 (366, 2.15, 17, 19): 
„beliebig vorgelegten.‘‘ — ‚Ausdrücke 
der Form‘. — ‚von der dritten oder 
noch höheren“. 

S. 161, 2.13 (366, Z. 23): „da das... 
Umstandes sich‘. 

S. 161, 2. 21 (366, Z.9 v. u.): „andere 
Minimalkurve‘“. 

S.162, 2.5 (367, 2.9) fehlt: A,M, 

S. 162, 2. 6—8 (367, Z. 10—12): ‚daß 
der Zähler ... sich nicht mit einigen 
der Faktoren des‘‘. 

S.162, 2.12 (367, 2.12 v.u.) fehlt: 
„von. 


(365, 2.8): „be- 
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8.162, 2.13, 14 (867, Z.11,.10 v.u.) 
fehlen: 4,9, 4,9, 4,®. 

S. 162, Z. 15—17 (367, 2.8, 7 v.u.): 
„auftritt... da der Zähler links sich“, 

S. 162, 2.8,7 v.u. (867,2.2,1v. u.): 
„auch nicht die Nenner und Zähler... 
x und y von“, 

S. 164, 2.15,17 (369, Z.19, 21): „in- 
dem sonst‘, 

S.164, 2.19 (369, 2.23): „mit der 
Geraden (3) allgemeiner“, 

S. 164, 2.3,2 v.u. (869, 2.3,2v.u.): 
„daß keine unter ... a, @a,..., a, für 
allgemeine ... M,N die Gleichung“. 

S.166, 2.1 (370, 2.6 v.u.): „nach 
der Weglassung‘‘. 

S. 166, 2.10f. (371, Z.4£.): „da der 
Zähler... L, M sich nicht ... läßt, 
indem‘, 

S. 166, 2. 14—16 (371, 2. 9—11): „fin- 
det sich... keine Größe a,,... sich der 
Satz :““ — ‚„‚Minimalkurven“. 

S. 166, 2.8 v. u. (371, Z. 14) fehlt: (5). 

3.167,..2.16 vu. 972... 2.8: 
„+ 252 = 44h). 

BrL6T, 4,1231 vw 01972. 2 770. 
„beliebig vorgelegten‘. 

82168,27.1071.8725 
„Inflexionstangenten‘“. 

8.168, 2.1 v.u, (872, 2.1 v.u.): 
„auf die“. 

8.168, 2.18 v.u. (373, Z.2): „kon- 
Jugierter“. 

8.168, 2.13, 12 v.u. (873, 2. 7£.): 
„beliebig vorgelegte‘. 

S.168, 2.6 v. u. (373, Z,. 15) fehlt: ds. 

8.169, Z.15f. (873,-2.8, 7 v.u.): 
„wenn als F(s)... Funktion der Form“. 

8.170, 2.10 v.u. (874, 2.1 v.u.): 
„darin“. 

8.170, 2.9 v.u..1970, 2.1). „Kurve 
durch eine jede reelle Translation“. 

8.1783, 2.2 (377, Z.2): „derartige“. 

8.178, 49 70. 9893, AB vu) 
fehlt: „Ps +Qs-+ R“. 

S.173, 2.8—6 v.u. (377, 2.11—9 
v.u.): „dagegen sind B,,Ba,:...,B; 


2.13, 12 v.u.): 


Abhandlung II 


und «& eindeutig ... Man findet die B, 
und & nach“. 4 

S.174, 2.3, 8, 13 (378, 2.2, 7,.13) 
fehlt: „Ps®®+Qs+ R“. 

S.174, 2. 9—6 v.u. (378, 2.15—12 
v.u.): „ist die Bestimmung ... Flächen 
mirnur...sogar, daßeine... Problems 
sich nicht“. 

8.175, 2.13 (379, 2. 7£.): „dieselbe 
hat‘. 

8.175, 2:5'W.u. (979, 2.14 v.u.): 
„in zwei Weisen‘. 

S.176, 2.14 v. u. 
„Developpable“. 

S. 177, Z.11, 13, 14 (380, 2.5, 3, 2 


(380, Z.12): 


v.u.): „Im nächsten“. — „enthält. 
Die‘. — „schneidet sie in“. 
B:176:.2.8 7 5.8982. 28: 


„R=2M+ N“. 

S.178, 2.4, 3 v.u. (882, 2. 13f.): 
„Klasse unter der... Doppelflächen 
sind, zu bestimmen‘. 

S.179, 2.23 (382, 2.3 v.u.) fehlt: 
„P®+0Qs+ R“. 

8.179, 7.15.70 [888, 27). und 
Klasse“. 

32.179.. 2.10.29 vu. 
„hinterher wird B nach“. 

S.180, 2.14 (383, 2.13 v.u.) fehlt: 
„P®+0Qs+ R“. 

S.180, 2.15 (383, 2.12 v.u.): „da- 
gegen C, D und & bestimmt“. 

S.180, 2.4 v.u. (3883, 2.3 v.u.): 
„vom Range 5 mit“. 

180 ZT. 0.4.7988 lcwu 
„nie reell ist [Nr. 78]. 

S.181, 2.17 (384, 2.16 v.u.). Im 
ersten Drucke wieder $ 11. 

S.181, 2.8 v.u. (384, 2.3 v.u.): 
„Zi. =y—Z2“. 

8.181, 2.6 v.u. (385, 2.1): „im 
Raum“. 

S.182, 2.3 (385, 2. 9): „Gleichung in 
Linienkoordinaten des... Komplexes‘. 

S.182, 2. 4,12 (385, 2. 10,18): ,„Kom- 
plexe gehören“. — „entsprechenden“. 

8.182, 2.4 v.u. (885, 2.4 v.u.) 
fehlt: „von“. 


(383, 2.6): 
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8.182, Z.11, 10 v.u. (386, 2.1): 
„Minimalgeraden‘“. 

8.183, 2.9 v.u. (886, 2.5 v.u.): 
„Diese Methode hängt“. 

S. 184, Z.1f. (387, 2.5): „ohne sie zu‘“. 

S. 184, 2.17 (387, Z. 21): „gehören‘‘. 

S.185, Z.12 (388, 2.14): „als einen 
unendlich entfernten“. 

S.185, 2. 22 (388, Z. 23) fehlt: ‚von‘. 

S.185, 2.10 v.u. (388, 2.12 v.u.): 
„Range 6, die den“. 

S.185, 2.8, 7 v.u. (388, 2.11 v.u.): 
„vorgelegten Minimalkurve“. 

S.185, 2.3 v.u. (388, 2.6 v.u.): 
„gehören“. 

S.186, 2.5f. (389, Z. 2£.): „daß die 
... Kurve sich eindeutig‘. 


S.186, 2.8f. (389, 2.5): „Dieselbe 
schneidet‘. 

S.186, 2.12 (389, 2.9): „zugeord- 
nete“. 


S. 187, 2.16 (890, Z.11): „gehören. 
Dieselbe besitzt‘. 

S.188, 2.12f. (391, 2. 6f£.): „Kom- 
plexkurve g gar“. 

8.188, 2.4 v.u. (391, 2.13 v.u.): 
„nur in zwei‘. 

S.189, 2. 8 (391, Z.1 v. u.): „ist seine 
Erledigung mir“. 

S.189, 2.12 v.u. (392, 2. 17£.): „die 
zweite Kurve bezüglich als“. 

S.190, 2.10 v. u. (393, 2. 17): ‚unter 
denen die erste unmöglich ist, indem 
die‘. 

8.1%, 2.2, 1 v.u., 191, 2.1 (893, 
2.12—10 v.u.): „entfernte Kurve zu 
stationärer ... sind. Endlich die dritte 
Annahme würde“. 

S.191, 2.9 (394, Z. 1): Hypothese (22) 
statt (2,2). Ebenso nachher mehrmals. 

S.191, Z.9 v. u. (394, 2.20): „End- 
lich die Hypothese M = 3 gibt“. 

S. 192, Z.4 (394, 2.12 v.u.): „indem 
82.192, 756, v0. 
„nicht 16°. 

8.193, 2.7 (895, 2.12 v.u.): „in- 

dem eine“. 


es 


(395, Z. 18): 
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S.194, 2.10 (396, 2.8 v.u.): „und 
zweifacher‘‘. 

S.195, 2.6 (397, Z.10 v.u.): „nied- 
riger als“. 

8. 195,2. 98. (897, 2.7,:6:%): 
„Doppelflächen, ... ist, liefert“. 


S.195, 2.19 (398, Z. 3) fehlt: „uns“. - 


S.196, Z.1f. (398, 2.16 v.u.): „es 
mehrere reelle‘, 

S.196, 2.13 v.u. (399, 2. 8): „indem 
die“. 

S. 197, 2.7 (399, 2.12 v. u.): „mögen, 
sind‘. 

S. 197, 2.9 (3899, 2.9 v. u.). Der Satz 
hat im ersten Drucke die Nr. 59. 

8.197, 2.18. (400,72. 5}: nicht 
sem, ıst“ 

S.198, Z. 3f. (400, 2.16 v.u.): „Ge- 
rade, unter denen einige unter Um- 
ständen‘. 

8.198, 2.7 (400, 2.12 v.u.) fehlt: 
-NOn:- 

3..498,.2.18, 16.7. u.21401,:2.2. 7): 
„Erzeugenden“. — Es fehlt: „von“. 

8.200, 2.14 (402, 4.7, 6 v.u.): 
„In Folge dessen ist L,“. 

S.200, Z.11 v.u. (403, 2.5). „Null 
sind, und“. 

5. 202,7 2.9- 1408, 2.39 ©. u.) „die 
kleinste‘. 

3.208, 2.51. (405,2. 111.): „auch 
nicht für ... von ß einander“. 

5: 208, 2,11-.9.0, 405,722 vn) 
fehlt: „an“. 

S. 203, 2.8, 7 v.u. (406, Z.1): „her- 
rühren mögen“. 

S. 204, 2.2 (406, 2.11) fehlt: „von“. 

S.204, 2.4 (406, 2.13): & statt: £. 

3.204, 2:3 9,u, (407, 2,9 v:0.): 
„zZ. B. annehmen p:qZp,:9- 

S. 205, 2.10 (407, 2.12): „Minimal- 
kurven‘“. 

S. 207, 2.4, 6 (409, Z. 12, 14): „als 
reduktiblen‘‘. — Es fehlt: ‚von‘. 

S. 207, 2. 20f. (409, Z.13, 12 v.u.): 
„daß & sich‘. — „Reihe Zahlen“. 

S. 207, 2.9 v.u. (409, 2.3 v.u.): 
„reduktiblen‘“. 
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8.207, 2.7 v.u. (410, Z.1): „wo 
jede Zahl «,, sich“. 

S. 208, 2.13, (410, Z. 21): „schneiden 
sich“. s 

8.208, 2.2, 1 v.u. (410, Z.1 v.u.): 
„gehören“, 

S. 209, 2. 6f. (411, Z. 6£.): „„Minimal- 
fläche gar nicht die... Ebene berührt“. 

8.209, 2.10 v.u. (411, 2.15 v.u.): 
„Erzeugenden“. 

S.210, 2.7 (412, Z. 3£.): „auf einer 
Developpablen“. 

8.210, 2.16f. (412, Z.11f,): „Be- 
rührungspunkt .... liegt“. 

S. 211, 2.3 v.u. (418, 2.13, 12 v.u.): 
„gehören“. 

3212, 72.4: 4138.20. 9 5,02 
„Doppeldeveloppable‘“. 

S.212, 2.16 (414, 2.6): „wir nun, 
daB2.. 2, 9, YEcHh.. 

8.212, 2.9 v.u. (414, 2.14) fehlt: 
„von“. 

$.213, Z.10 v.u., 214, Z.12, 215, 
2.3 (415, 2.10 v.o., 11 v.u., 416, 2.22). 
Die Einteilung in die Nrn. 62 bis 64 ist 
neu hinzugefügt. 

5: 219, 2.00 9.0:.,.1415. 2.4 v0.) 
„berühren sich“. 

S. 213, 2.8v. u. (415, 2.12): ,‚Gehen“. 

8.213, 2.6 v.u. (415, 2.14) fehlt: 
son”, 

S. 214, 2. 4 (415, 2.20): „oder Spitze“. 


Ila. 


8.217, 21 v0. (186, 2 
2M (R—M). 

8.218, 2.12.1153 7.021189,.293,8; 
2 v.u.) steht o statt: o. 


IH. 


S. 219, 2.13 (465, 2.13): ‚„Develop- 
pable“. 

8.219, 2.2 v.u. (465, 2.2 v.u.): 
„daß auch Mathet sich“. 

8.220, Z.1 (466, 2.2): „im $1“. 

8.220, 2.17 v.u. (466, 2.19 v.u.): 
„eingeschriebenen algebraischen‘“. 
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S. 220, 2.6, 4 v.u. (466, 2.8, 7, 6 
v.u.): „alle Developpable“. 

S. 221, 2.7 v. u. (467, 2.14,13v.u.): 
„imaginär sind“. 

S. 221, 2.2,1v.u. (467, 2.2,1v.u.): 
„Auch nicht Björling oder Bonnet 
. .. Ausnahmefälle eingegangen“. 

S.224, 2.9 (469, 2.7 v.u.): „ge- 
gebenen‘“. 

8.225, 2.2 (470, 2.15 v.u.): „ob 
eine Minimalfläche sich“. 

S. 225, 2.9 v.o.,, 2 v.u. (470, 2.7, 2 
v.u.): „Punkt“. 

S.225, 2.9 v.u. (471, 2.18): „Ebene 
nicht den Kugelkreis‘‘. 

S.226, 2.5 (471, Z.12 v.u.) fehlt: 
„von“, 

S.226, 2.19, 18 v.u. (472, 2.2£.): 
„hierzu erforderlich‘. — ‚daß U,V... 
mögen) sich als“. 

S. 226, 2.14 v.u. (472, 2.7): „muß, 
indem s“. 

S. 227, 2.7 (472, 2.15 v.u.): „lassen 
die Größen x, v,z sich als“. 

S. 227, 2.15 (472, 2.6 v.u.): „daß 
die Konstanten },, 7, sich‘. 

3.201,20 33 wu (213..72.93° ser 
wünschte‘. 

S. 228, 2.10 (473, 2.13 v.u.) fehlt: 
„" vons. 

S. 228, 2.15 v.u. (474, 2.1): „also 
wird die gesuchte Minimalfläche‘“. 

8.229, Z.1f. (474, 2.15): „indem 
überdies“. 

S.229, 2.6 (474, Z. 20) fehlt: „von“. 

8.229, 2.14 v.u. (474, 2.6 v.u.): 
„die die geodätische“. 

8.229, 2.7 v.u. (475, 2.4): de, dy 
statt: dx, dy. 

S.230, 2.13 (475, 2.21): „‚doch nicht‘. 

S.231, 2.6 (476, Z.10): „‚die dem- 
selben“. 

S. 231, 2.17f. (476, Z. 22): „zweiten 
Fläche“. 

S. 231, 2.20, 25 (476, 2.24, 29f.): 
„imaginärkonjugierte‘, so noch öfters. 

8.231, 2.7 v.u. (476, 2.4 v.u.): 
„Bogenelement“, 
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S.231, 2.3 v.u. (477, 2.2): „parti- 
kulare“. 

S. 232, 2.1 (477, Z. 4): „Die Minimal- 
flächen, die“. 

S. 232, Z.5f. (477, Z.8) fehlt: ‚„‚mit 
den Minimalkurven‘“. 

S. 232, 2.9. (477, Z.11f.): „Mini- 
malkurve (8) aus der Minimalkurve (9) 
durch eine... hervorgeht‘‘. 

S. 232, 2.19f. (477, Z. 20£.): „Mini- 
malfläche, die nach“, 

S. 232, 2.22f. (477, 2.23f.): „be- 
stimmt wird. Auch diese Minimalkurve 
geht aus der Minimalkurve (9) durch 
eine‘. 

S.232, 2.8 v.u. (477, 2.13 v.u.): 
„daß die Minimalfläche, auf“. 

S.232, 2.4—2 v.u. (477, 2.108 
v.u.): „bestimmt wird. Auch diese 
Minimalkurve geht aus der Kurve (9) 
durch eine ... Minimalflächen, die sich 
(Satz 4)“. 

5.233, 2.15 (478, 2.7): ‚IhreEvolute‘“. 

S.233, 2.18f. (478, 2.10f.): ‚‚Die- 
jenige Minimalfläche, die ... enthält, 
wird bekanntlich“. 

5.233, 2.21, 23 (478, 2. 13f£.): „Ihre 
Bonnetsche Biegungsfläche wird be- 
stimmt‘. — „2W, = — s“. 

S.233, 2.9 v.u. (478, 2.19): „kon- 
Jugiert, indem zu jedem“. 

8.234, 2.3 (478, Z.7 v.u.): „be- 
liebigen unter“. 

S. 234, 2.10f. (479, Z.1): „Variable 
gewählt‘. 

8.234, 2.12f. (479, Z.3f.): „Daher 
wird die Minimalfläche, die“. 

3.235, 2.8f. (479, 2.6, 5 v.u.): 
„Die nach dieser Kurve berührende 
Minimalfläche wird bestimmt“, 

S.235, 2.5 v.u. (480, Z.11) fehlt: 
„von“, 

8.235, 2.3, 2. v.u. (480, 2.14): 
„durch Biegung verbunden‘. 

3.240, 2.17 v.u. (484, 2.20 v.u.): 
„dieselbe‘‘. 

S.240, Z.14 v.u. (484, Z.17 v.u.): 
„Raumkurve ist, und‘. 
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S. 240, 2.12,11v. u. (484,2.13v.u.): 
„schneiden sich‘. 

S. 241, 2.6 (485, 2.5): „Develop- 
pablen‘“. 

S. 241, 2.7 (485, 2.6): „dabei soll“. 

S. 241, 2.16, 15 v.u. (485, 2. 23f.): 
„Man wähle z.B. ..., die wir als 
y, 2-Ebene‘. 

S. 241,2.13v. u. (485, 2. 26f.): „daß 
dann ihre ... Gleichung die Größe‘. 

S. 241, 2.11, 10 v.u. (485, 2.15, 14 
v.u.): „berührt, auch nicht ortho- 
gonal... Developpable“. 

S. 241, 2.8, 7 v.u. (485, 2.12 v.u.): 
„die ihre Evolute“. 

8.242, 2.12 (486, 2.6): „Erzeugende“. 

S. 242, 2.16 (486, 2. 9): 17 statt: 19. 

S. 242, 2.7 v.u. (486, 4.17): „was 
auch die Konstanten m und n sind, 
immer“. 

S. 243, 2.3—6 (486, 2.11—8 v.u.): 
„daß algebraische Minimalflächen sich 
nicht in alle algebraische Zylinder ein- 
schreiben ... nicht in alle algebraische 
Kegel“. 

3.948.239 1080, u mu 
wird die Minimalfläche, die‘. 

S. 243, 2.16—18 (487, Z. 3—5) fehlt 
links der Faktor 2. 

$.243, 7. 19t. (487, 2.6): „Die Bon- 
netsche Biegungsfläche wird bekannt- 
lich“. 

8.243, 7.21 (487, Z. 8) fehlt dreimal 
der Faktor 2. 

37943... 228. (435.290: 3005 
gelegten Fläche in die Kurve 73, Ya, 2, 
der neuen“. 

S.243, Z.1 v.u. (487, 2.18 v.u.): 
„längs dem Orte“. 

S. 244, 2.6 (487, 2.13 v.u.): „Tan- 
gente zu der“. 

8.244, 2.12£. (487, 2.8,7 v.u.): „daß 
eine jede... Raumkurven nach dem“. 

S. 244, 2.18 v.u. (488, Z.1): „denen 
dieselbe‘. 

S.246, 2.3 (489, Z.14): „so wird die 
nach... .. berührende‘“. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S.246, 2.5 (489, 2.16) fehlt der 
Faktor 2. - 

8.247, Z.1f. (490, 2.7£.): „Rich- 
tungskosinus‘“, 

S.247, 2.12 (490, Z.18) fehlt der 
Faktor 2. 

S.247,2.13 (490, 2.19): ‚darstellt, so‘. 

S.247, 2.16, 17, 21, 23—25 (490, 
27.22, 23, 27, 29—31) fehlt überall 
(zwölfmal) der Faktor 2. 

S. 247, 2.19 (490, 2.8 v.u.): ‚die 
nächstletzte“. 

S.248, 2.16, 15 v.u. (491,:2.10 
v.u.): „der Developpable‘‘. 

S. 248, 2.10,9v. u. (491, 2.5,4v.u.): 
„unserer Developpable‘“. 

S.250, 2.9 (493, Z. 9): „Paragraph“. 

S.250, 2.16 (493, 2.15): ‚„‚Develop- 
pable‘“. 

S.250, 2.12, 11 v.u. (498, 2.25): 
„Minimalflächen zu finden“. 

S. 250, 2.1 v.u. (498, 2.9, 8 v.u.): 
„insbesondere als‘. 

S. 251, 2.17,16 v.u. (494, 2.14): 
„doch nicht“. 

S.251, 2.8 v.u. (494, 2.22): „Deve- 
loppable‘“. 

8.251, Z.1 v.u. (494, 2.14 v.u.): 
„wird jede eingeschriebene Minimal- 
fläche‘. 

S. 252, Z.1 (494, 2.13 v. u.) fehlt: 
von. 

S.252, 2.2 (494, 2.12 v. u.) fehlt 
der Faktor 2. 

8.252, 2.6, 7 (49, 2.8, Tv. u.) 
Im ersten Drucke steht zum zweiten 
Male (28). 

8.252, 2.13 (494, Z/1 v.u.): „daß 
der vorgelegte Zylinder sich‘. 

S. 252, Z. 14 (495, Z. 1): „daher nicht 
dx und dy beide“. 

S.252, 2.16, 17 (495, 2.3, 4): dz, 
dy und dz. 
S.252, 2.19 (495, 2.6): „in (28). 

8.252, 2.4 v.u., 2593, 2.3 (495, 
2.17, 23) fehlt der Faktor 2. 

9.352, 2.1 v.u (495, 2. 20): 
ne is, 


Abhandlung III—IV 


8.253, 2.7 (49, 2.12 v. u): 
»Pp(z, Y) = 0", 

8.253, 2.16 (49, 
=2,y=y2=0. 

S. 253, 2. 16—14 v. u. (496, 2.13): 
„daß der Satz 22 sich derart ..., 
wenn die vorgelegte Zylinderfläche sich 
auf“. 

S. 254, 2.4 (496, 2.21): „gegebenen“. 

S. 254, 2. 15f. (496, Z. 8 v.u.): „Punkt 
x, y',z' alle“. 

8.255, 2.16 (497, 2.13 v.u.): „Be- 
weis“. 

S.255, Z.11 v.u. (498, 2.1): „ein- 
geschriebenen algebraischen“. 

S.256, 2.12, 15, 16, 17, 27 (498, 
7.18, 21, 22, 23, 33): „Developpable‘“. 

S.257, 2.1 — S. 264 (499, 4.3 — 505). 
Die Einteilung in die Nrn. 29—40 ist 
neu. 

8.258, 2.15, 17, 19 (500, 2.15, 17, 
19): + 2i statt: — 23. 

S. 258, 2.3 v.u. (500, Z.3 v.u.): „bin 
nicht auf... eingegangen! “. 

S. 259, Z. 4 (501, 2.2): „und sei“. 

S.259, 2.5 v.u. (501, 2.13 v.u.): 
„Developpable“. 

8.259 29 vu (501, 49 vu) 
fehlt: ‚„‚von“. 

S.261, 2Z.12f. (503, 2.6f.): „oder 
nicht zerfällt. ... und ihre Klasse also 


0 


gleich“. 

S. 262, 2.10, 9, 6 v. u. (504, 2. 20, 
23): „Kurve derselben‘. — „keine an- 
dere‘. 


S. 263, 2.14, 16 (504, 2.2 v.u., 505, 
Z.1f.): „auf einer solchen“. 


IIla. 


8.265, 2.2 v.u. (41l, 2.2 v.u.): 
„Setzt man im letzten Punktum statt“. 

S.265, Z.16f. (411, 2.9): „in die 
Evoluten von C’s Fokalkurven).“ 

S. 265, 2.22 (411, 2.15): „Zu diesen 
Kurven“. 

8.265, 2.8 v.u. (411, 2.12 v.u.): 
„ähnlichen“. 
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IV. 


S. 267, 2.10f. (357, 2.10f.): „daß 
die... Krümmung sich immer“. 

8. 267, 2.5, 4 v.u. (857, 2.6 v.u.): 
„welche nichtsdestoweniger sich“. 

S.268, 2.6 v.u. (358, 2.12 v.u.): 
„Ebenfalls wird‘. 

S.268, 2.2 v.u. (858, 2.7 v.u.): 
„wahrscheinlicherweise“. 

S. 269, 2.5 (358, 2.1 v. u.): „ganz 
besondere‘. 

S. 269, 2.16 (359, 2.12): 
stoffel’s“. 

8. 269, 2.6 v.u. (859, 2.15 v.ü.): 
„besprochenen“. 

S.270, 2.12 (860, 2. 5) fehlt: „von“. 

S.270, 2.15 (360, 2.7): „das eine 
solche Frage“. 

S.270, 2.25 (360, 2.17): „im ge- 
nauen“. 

S.270, 2.28 (360, 2. 20): „es als“. 

S. 270, 2.4 v.u. (860, 2.4 v.u.): 
„wesentlich elementaren‘. 

38.270, 2.2, 1v.u. (860, 4.2, 1v.u.): 
„ Universitätsprogramm entlehnt 
hatte“. 

3971.72. 3. von. 20h 9.8: wen 
„die sich ebenfalls“. 

8.272, 2.8 v.u. (362, 2.18): „und 
übrigens die Relation‘. 

9.272, 2.2 v.u. (862, 4.2 v.u.): 
„Mehr eingehend behandelte“. 

S.273, 2.1 (862, 4.12 v.u.). Die 
Bezeichnung 1 fehlt. 

S. 273, 2.6 (362, 2.8 v.u.): „geben, 
substituieren wir“. 

S.273, 2.9 (862, 2.5 v.u.): „unsere 
Gleichung sodann“. 

S.273, 2.10 v.u. (368, 2.8) fehlt: 
„von“. 

S.273, 2.5 v.u. (363, 2.14): „aus 
auf beliebig vielen Kurven“. 

8.275, 2.10 (364, 2.10 v.u.): „A 
eine arbiträre‘“. 

S.275,2.8v.u. (365, 2.5) fehlt: „von“. 

S. 276, 2.1 (3865, Z. 12): „ist ebenfalls, 
daß eine Reihe infinitesimaler“. 


„als Chri- 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II 53 


830 


S.276, 2.9 (865, 2.17 v.u.): „Ab- 
schnitt I“. 

S. 277, 2.13 (366, 2.15 v.u.): „suk- 
kressive‘“. 

5.279, 2.12f. (368, 2.13f.): „die 
zweite von‘. — ‚diese beiden Größen‘. 

S. 279, 2.19 (868, 2.16 v. u.): „Dabei 
können“. 

S.280, 2.15 v.u. (369, 2.13): „so- 
daß die Gleichungen (5) sich“. 

S. 280, 2.12, 10 v. u. (369, 2.16, 18): 
„eintreten, indem £°. — ‚Sind so- 
wohl £“. 

8: 280; -2.3.9.0..1969, 2.6 v.u): 
„und ebenfalls‘. 

S. 281, 2.5 (370, 2.3): „daß sowohl 
£ wie n von“. 

S. 281, 2.6, 9 (370, 2.5, 8): 
sonst‘‘. — ‚‚die zweite von‘. 

S. 281, 2.12 (370, 2. 12): ‚als neues“. 

S.282, 2.8 (371, 2.4). Die Bezeich- 
nung (8) fehlt. 

3202, 2,8, 7 9.0 Bil ZI VE: 
„daß unser Satz sich“. 

Bra 2 Lenarl 22 1085 
wickelbare“. 

3.289,04. Hvar dal. 2 
„Fläche in sich ohne Dehnung‘. 

S. 283, 2.21 (372, 2.12): „‚gestattet‘“. 

3:288,. 4.5 v.u.1302.2.7 mv.) 
„zu entscheiden‘‘. 

S.284, 2.6 (372, 2.15 v.u.) fehlt: 
von. 

S. 284, 2.10 (372, 2.11 v.u.): „neues 
©...neues y“. 

S. 284, 7.12 (373, 2. 2): „Konstante. 

S. 284, 2.9 v.u. (373, 2.11): „Eben- 
falls gibt“. 

3.284. 2.0.8 .u.: (873,2. 198.) 
„zweite Gleichung (9) zu‘. 

S.286, 2.14 v.u. (375, 2.1) fehlt: 
„Vvon®. 

. 286. 4.10.38 wur (810; 25,3 
„Konstante‘. — ‚oder auch zwei 
Relationen der‘. 

S. 287, 2.4 (375, 2.19): „neues =“. 

5.287, 2. 5 (875, 4. 20): „uly) = 0%. 

S. 287,2.8 (375, 2.22): Funktionen‘. 


„indem 


„ab- 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S.287, 2.10, 12 (375, 2.24, 26): c 
statt: cı. 

52875. 221030; 
2.2, 23) fehlt: „von“. 

S.288, 2.12 v.u. (376, 2.4 v.u.): 
„mir doch“. 

8.290, 2.4, 3 u. BI u: 
„reduzieren die Bedingungs- 
gleichungen (23) sich‘. 

S.291, 2.12 (379, 2.15): ‚spezielle 
doch aber rationelle‘. 

8.291, 4,218. (879, 2. 182.12}: 
„gleichzeitig der ersten oder zweiten‘. 

S. 292, Z. 4 (380, Z. 4) fehlt: ‚von‘. 

8. 292, 2.6 v.u. (880, 2,8 v.u): 
„indem die“. 


288, 7.12 (376, 


8.293, 2.7 (381, 2.5): ‚indem 
diese“. 

5.298, 2.12: (881,.72.10): Ab 
schnitt II“. 

>.293,2.2,..1: 7.0.:.(88..2.8.7 


v.u.): „7%, in derselben Weise trans- 
formiert werden in der Gleichung (31) 
wie“, 

S.294, 2.3—6 (381, Z2.4—1 v.u.): 
Relation mit konstanten Koeffizienten 
von der Form ... identisch stattfindet‘. 

3.294, 2.1 wu 882, 41 wu): 
„J. Hoüel, Paris 1869; p. 53—55“. 

5:298 2.5. 4 u. 1882.72: 1039 
v.u.): „welche die Gleichung ... ge- 
stattet‘. 

S. 295, Z. 11 (383, 2.5) fehlt: „von“. 

9. 296.21 (988, 2.18, 29,101: 
„gestattet sie ebenfalls diejenige“. 

S. 296, Z. 14—17 (3884, 2. 6—8): 
„nicht mehrere ..., so drückt jedes 
(B,B,) sich als Summie ... Konstanten 
aus, das heißt ... Relationen der‘. 

S. 297, 2.12 v.u. (885, 2.7): „Kon- 
stante‘“. 

S. 297, 2.10, 8 v.u. (385, 2.10, 12): 
„Relation der Form“. — „wo © 
und o, konstant sind, befriedigt‘. 

S. 298, 2.12 (385, 2.6 v.u.): „unter 
ihnen“. 

8.298, 2.18, 17 (885, 2.5, 1 .v.u.) 
fehlt: „von“. 
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S.298, 2.14, 13 v.u. (386, 2. 2f.): 
„und ebenfalls“. — „im konstanten“. 

S.299, 2.3 (386, 2.18): „unter 
ihnen‘. 

S.299, 2.11 (386, 2.12 v.u.): „zer- 
legt die... —= Bıf sich in“. 

S. 299, Z.14, 15 (386, 2.9, 8 v.u.): 
„neues x“. — „neues y“. 

S.299, 2.18 (386, 2.5 v.u.): „sich 
jetzt also“. 

S. 300, 2.11 (387, 2.16 v.u.): „‚geo- 
dätischen“. 

#300, 2.8: 7: vw. u. (9897, 221 
v.u.): „der nächstvorangehenden“ und 
A statt: B. 

S.300, 2.5, 4 v.u. (388, 2.1£.): 
„E und n die lineare Form hinsichtlich 
z und y‘“. 

=: 301, 2:15 v-u. 19388, 2.14 vu): 
„Diejenigen im“. 

5.301,22 v.0. 988 219,2) Jun 
konstanten“. 

S. 30222. 3 y. u. 
„Zentralfläche‘“. 

S.303, 2.3 (889, 2.3 v.u.): „‚noch 
mehrere‘. 

3:9308..72.13: 49°, 18390. 2. 8, 10% 
„dabei soll es‘. — „bestimmten, neue 
Variabelen‘“. 

5307,80 80 27 2 
fehlt: ‚„‚von‘“. 

9.304: 4, 1177390, 2 Em. u) am 
konstanten‘. 

S. 304, 2.12 (391, Z.1): ‚indem das 
wen yierR: 

S.304, 2.15, 16 (391, Z.4, 5) fehlt 
beide Male ‚‚von‘‘. 

S. 304, 2. 15 (391, Z. 5): „indem sich‘. 

9: 305, 2.10 (891, 2.5 v.u.): „ob 
sie“. 

8.906, 2.5.0. 1392, 219): FF, 
Frstsatte RE. 

3:305,°2: 1° vu. 8306. 2.1203, 
2. 17£.): „K= — 4k? sind. Unser‘. 

S. 306,.2.7—9 (392, 2.6, 5, 4 v.u.): 
F statt F, fünfmal. 

= 806, 2.39 99 24 wu) —1I 
statt :. =; 0. 


(389, 2.30 v. 3.); 


v.u.) 
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S. 306, 2.10 (392, 2.3 v.u.): „be- 
friedigen soll‘. 

S. 306, 2.13 v. u. (393, 2.4): „in- 
dem die‘. 

S. 807, 2.7, 9 (893,.2.18, 16 v.u.): 
„Zwischen ihnen“ u. (B,B,) = 4a,B,;. 
S. 308, 2.1 (394, 2. 14): „ob die“. 

S.308, 2.14 (3894, 2.8 v.u.): „nach 
einer passenden Partikularisation“. 

S.308, 2.7 v.u. (395, 2.3) fehlt 
rechts der Faktor: „— y“. 

S.308, 2.5 v.u. (395, 2.5): „ob sie 
ebenfalls zu“. 

S. 309, 2.8 v. u. (395, 2.7 v. u.) fehlt 
rechts der Faktor: „— y“. 

5:309. 23, 895. 2. 4 v1): 
„ob sie ebenfalls der‘“. 

S. 310, 2.7 (396, 2.8): — ca’ statt: 
—be# und:E”,F’ statt: RP” ,F. 

S. 310, Z. 11, 14 (396, Z.11, 15): „im 
folgenden“. — Es fehlt: „von“. 

S. 810, 2.9, 8 v.u. (396, 2.13 v.u.): 
„nicht allein der‘. 

8.:310::2:3 8.021396, 2-10 9.9): 
„?e=yla+y)+ Plr—y).“ 

5:910.-2.2 9.8. 1896.24. 7:9... 
„noch mehrere‘. 

52311.2.'70399.7%. 3):280%801] - 

8.311, Z.14f. (397, 2.8f.): „Vari- 
able. es fehlt: ‚von... 

S. 311, Z.18 (397, Z.12): „im kon- 
stanten“. 

S: 312, 2.5 (397, Z.5 v.u.): „noch 
mehrere‘. 

5.312 236,141 7.25.0898: 2-4,9 
fehlt: ‚von‘. 

8.812, 2.11 v.u. (398, 2.12). Die 
Nr. 23 steht zum zweiten Male. 

8.8313, 2.16, 19 (899, 2.4, 7) fehlt: 
"Von. 

S. 313, 2.17 (399, 2. 4f.): „können, 
indem... im konstanten“. 

S. 314, 2.15 (400, Z. 3): „ob die“. 

5.814, 2.5 9.0 140022. 12): wir 
beiläufig‘“. 

S. 315, Z.1 (400, Z. 17): „Konstante“. 

S. 315, 2.9, 8 v.u. (401, Z. 9): „‚die wir 
schon ... mehreremal trafen, besitzen“. 
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8.316, 2.3 (401, 2.13 v.u.): C,® 
statt: C,®”. 

S. 316, 2.9 (401, 2.7 v.u.): „ob die“. 

S.316, Z.18f. (402, 2.4): „Kon- 
stante‘“. 

S. 316, 
32’ —6c'. 

S. 316, 2.8 v.u. (402, Z. 10): „durch 
passende‘. 

S. 317, 2.6 (402, 2. 10 v. u.): „ob die“. 

8. 317, 2.11, 13, 14 (402, 2.5, 8, 2 
v.u.):c statt: b,. 

9.317, 2,4 290,318, 22.8: 10 
(403, 2.15, 17, 20 v.o., 6, 4 v.u.) 
fehlt: ‚‚von“. 

8.318, 2.4 (403, 2.10 v.u.): „daß 
daher die... Frage sich unter“. 

S. 318, 2.12 (403, 2.2 v. u.): „muß ihr 
Bogenelement die Form‘. 

3.318, 2.14—12 v.u. (404, 2. 5f.): 
„von denjenigen früher ... absehen. 
Ebenfalls sehe... von denjenigen‘‘. 

8.8318, 2.6 v.u., 919, 2.1 (404, 
2.13, 18) fehlt: ‚von‘. 

3. 819,7.2:8 7404,92. 11 wu); 
neues‘. 

8.319, 2.4 v.u. (405, Z.13) fehlt: 
“von - 

S. 319, Z.1 v.u. (405, 2.16) fehlt: 


ev — 


2.9 v.u. (402, 2.9): 


als 


S.321, 4.1 (406, 2.14): „und also“. 

S. 322, 2.13 (407, 2.7 v.u.): „Da 
eine solche Relation indes‘. 

S. 323, 2.4 (408, 2.15): 
zwei verschiedenen‘. 

3.323, 2.7, 6 v.u. (409, 2.4): „wir 
zuerst mit“. 

3.324, 2.7 (409, 2.14): 

m=ya—y)=ey". 

S. 325, 2.7,11 (410, 2.10, 13) fehlt: 
„von“, — fehlt: e® =. 

8.325, 2.5 v.u. (410, 2.5 v. u.) 
fehlt: ‚von‘. 

9.329, 2.13 (413, 2. 3 v.u.): „müß- 
ten. 

8.332, 2.12, 15 (416, 2.9,6 v. u): 
„sollen“. — ‚‚Constante“. 
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„was in 


“s 


(417, 2.3): 
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„Hypothesen a=1 Fläche 
dritter Klasse“, 

8.332, 2.6 v.u. (417, Z. 4f.): „in 
den Gleichungen (53)‘‘. 

S. 333, 2.1 (417, Z. 10) fehlt: „von“. 

5.333, 2. 7—10, 12. (417, 2.16—19, 
22): „Konstante“. — ‚‚wiederum zu 
Widerspruch“. — „Fläche dritter Klasse“, 
— „gehörigen“. 

8.333, 2.7 v.u. (417, 2.2 v.u.). Die 
Gleichung hat keine Nummer. 

5.334, 2.8 (418, 2.13): „Am: +7 +6“. 

S. 334, 2. 10 (418, Z. 15) fehlt: „von“. 

5.334, 74.14 (418, 2.19): (54). 

8.334, 2.201. (418, 2.11, 10 v.u.): 
„Fläche dritter Klasse‘. 

S. 335, 2.7 (419, Z. 12); ‚‚der zweiten 
Fläche“. 

8.335, 2.9, 12 (419, 2.14, 16): 
„Flächen sind, sagt Dini“. — ‚daß die 
Abbildung sich“, 

S. 335, 2. 22f. (419, 2.16 v.u.): „der 
zweiten“. 

D:.335, ZB. 70 U 419,,2.8, 7 
v.u.): „berühren, vielmehr ihn in resp. 
verschiedenen .. . schneiden“. 

S. 336, 2. 3f. (420, Z. 4): „sagt eben- 


falls“. — ‚beiden zu t;“. 

S.336, 2.16 (420, 2.15): ‚‚unter- 
schiedene‘. 

S. 336, 2.18—15 v.u. (420, 2. 21 bis 


23): „schneidet, zu einer ... gibt es 
keine zwei getrennte und senkrechte 
Gerade im ersten Büschel, deren‘. 

S. 336, 2. 12—10 v. u. (420, 7.19 bis 
17 v.u.): „Fallen endlich ... ortho- 
gonale Geraden‘. 

5.336, 2.8—4 v.uü. (420, 2.15—11 
v.u.): „Beschränkungen Tissots Satz 
sich auf ... zweier reellen oder imagi- 
nären ... und ebenfalls alle... Punkte 
der zweiten Fläche“. 

S. 837, 2.2—6 (420, 2.6—1 v.u.): 
„oder nicht werden. Jede ... Kurven 
der zweiten Fläche ... nur zwei unter- 
schiedene und‘, 

5.337, 2.7£. (421,2. 1f.): „denen eben- 
falls auf der zweiten Fläche senkrechte‘, 
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S. 337, 2.14 (421, Z. 6f.): „nie meh- 
rere“. 

S. 337, 2. 19—22 (421, Z. 11—14): 
„der zweiten Fläche ... sind, so ... 
zwei distinkte und orthogonale ... auf 
der zweiten Fläche“. 

S.337, 2.14 v.u. (421, 2.17£.): 
„gibt es auf der ersten Fläche 
kein Paar“. 

S. 337, 2.9 v. u. (421, 2. 22): „Aus- 
nahmfall ... kann offenbar eintreten, 
wenngleich die beiden“. 

S. 887, 2.8 v.u., 338, 2.1f. (421, 


2.15—12v. u.): „der zweiten Fläche... 


bekanntlich eine konforme, und ... auf 
der zweiten Fläche“. 

5.838, 2.88 1421, 7.6 mu): 
„Bildkurven ebenfalls ein Orthogonal- 
system auf der zweiten Fläche bilden‘. 

S. 338, 2.20 (422, 2.9): „der zwei- 
ten Fläche“. 


8.338, 2.24f. (422, 2.12): „Kon- 
stante‘“. 

S. 339, 2. 3—5 (422, 2. 18—16 v.u.): 
„während die Minimalkurven ... in 
geodätische Kurven, deren ... ist, 


sich umwandeln‘. 

S. 341, 2.2 (424, 2.13): „die Form‘. 

S. 341, 2.5 (424, 2. 16): „neues y°*. — 
„als neues‘. 

S.341, 2.9 (424, 2.14 v.u.): „Sol- 
len zwei Flächen sich in“. 

S. 341, 2.12f. (424, Z2.12—10 v.u.): 
„der zweiten Fläche entspricht, 
...der ersten Fläche die Form‘. 

S.341, 2.15 (424, 2.8 v.u.): „der 
zweiten Fläche‘. 

9,341, 2.8 vu. 4/2. 1 wu) 
„dasselbe ebenfalls die“. 

S. 342, 2.2, 4 (425, 2.10, 12): ‚„‚Re- 
lation der“. — ‚erhalten, indem die 
Fläche sonst developpabel wäre. Da- 
her“. 

S. 342, 2.10f. (425, Z.18f.): „Kon- 
stante... Fälle ein, jenachdem‘“. 

S. 342, 2.18 (425, 2.13 v. u): 
„+ y(y)“. 

S. 342, 2.20f. (425, 2.12, 11 v.u.): 
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„möglich, indem x entweder... 
werden kann“, 

S. 342, 2.14 v. u. (425, 2.10, 9 v.u.): 
„haben bekanntlich schon‘. h 

8.342, 2.8 v.u. (425, 2.3 v.u.) 
steht im ersten Drucke: Satz 22. 

S. 343, 2. 3f. (426, Z. 8): „nicht 
allein‘‘. 

8.344, 2.3 v.u. (427, 2.3 v.u.); 
„Satz (21), daß unsere Flächen sich 
geodätisch“. 

8.345, Z.1f. (428, Z.1f.): „daß 
dieses neue... Funktionen sich wesent- 
lich“. 

5.845, 2.14» v. u: 
„Bogenelement‘. 

S.346, 2.6 (429, Z.1) werden die 
Worte: „schreiben können‘ wiederholt 
und sind jetzt weggelassem. 

S. 346, 2.12 v. u. (429, 2.14): „Kon- 
stante‘. 

S.346, 2.11 v.u. (429, 2.15). Der 
erste Druck hat die Nr. 37 nicht. 

3.347; 2,2,44297 2.9 uU): „wir 
bekanntlich nur Relation der 
Form‘, 

S.347, 2.2 v.u. (430, 2.15 v.u.) 
fehlt: „dzdy“. 

S. 348, 2.1 (430, 2.13 v. u.): „Fläche 
dritter Klasse‘‘. 

8.348, 2.11 (490, 2.3 v. u): 
2(m? + 1)x statt: 2(m2 + 1)y“. 

9.348, 2.13, 12 v.u. (431, 2. 1£.): 
„besitzt. Diese Fläche gestattet somit 
... Transformationen dritter Klasse“. 

8.348, 2.2 v.u. (431, 2.12): „Kon- 
stante‘“. 


(428, Z. 21): 


8.349, 2.1 (431, 2.14): „so soll“. 

5.349, 2.5 (431, 2.18 v.u.): „im 
7, 

S. 349, 2.7—10 (431, Z. 15—13 
v.u.): „Im $6... kann, die sich also, 
vermöge“. — „endlich im $ 8“, 

S. 349, 2.7 v.u. (432, Z.4) fehlt: . 
FA 


8.850, 2.1 v.u, 351, 2.17, 24 
(433, 2.8 v.o., 9,3 v.u.): „oder aber 
eine‘, 
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S. 351, 2.13 (433, 2.13 v.u.) fehlt: 
„von“. 


S.352, 2.13f. (434, 2.15): „Kon- 
stante‘“. 

S. 352, 2.17 (434, 2.18): „Satz 14“. 

S.352, 2.7 v.u. (434, 2.22): 24 
statt: 41. 

S.353, 2.5f. (435, 2.7£.): „wenn 
gleichzeitig die beiden ... dn:de=y 
verschwinden“. 


S. 353, 2.11, 10 v.u. (435, 2.7 v.u.): 
„Kurven allein durch Differentiation‘“. 

S.354, 2.4 (436, 2.7): „und also 
wird“ 

8.854,.22.11:..1436, 2:14): 
stante“. 

S. 354, 2.18 
— 2(4 —20)®”. 

S. 354, 2.19 (436, 2.13 v.u.): 
mel (28). 

3:954, 2.8 2.0. 456, 2 E vW.u): 
„Fläche dritter Klasse‘. 

S.354, 2.6 v.u. (436, 2.6 v.u.): 
„Definition von der“. 

8. 854, 24, 3 v2: [486,23 9.02 
„Fläche zweiter Klasse‘. 

5.956. :.2.18 1488, 2.38): 
dätische Kurve‘. 

S. 356, 2.28f. (438, 2.19): ‚ihre Be- 
stimmung‘. 

S.356, 2.2 v.u. 
„inzwischen sehen‘. 

S.357.2.2.10. 15 veu. 
„Flächen dritter Klasse“. 

D350.,229,. 8, vu: 
„herrührenden‘“. 

S.358, 2.4 (439, 2.8 v.u.): df:dz 
statt: df:dy. 

S. 359, Z.1 (440, 2.14 v.u.) fehlt: 
„von. 

8.359, 2.5 
zunächst“. 

S.359, 2.12 v.u. (441, 2.6) fehlt: 
=. von: 


„Kon- 
(436, 2.14 v. u.): 


„For- 


„geo- 


(438, 2.2 v.u.): 


(439, 2.14): 


(439, 2. 20f.): 


(440, Z.10 v.u.): „dann 


8.359, 2.10 v.u. (441, 2.9): „Ve- 
riabele‘“. 
S. 360, 2.13 v.u. (442, 2.4): „Flä- 


chen dritter Klasse‘. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S. 361, 2.8 (442, 2.16 v. u.): gran 
mehr umfassenden‘. 

S. 361, Z. 14f., 18 (442, 2.8,5 v.u.): 
„Gleichung der‘. — ‚unter sich ver- 
tauschen“. 

5.361, 2.4. V. %; 
2.11, 21) fehlt: 


362, Z. 7: (443, 


„von, 


S. 362, Z.4f. (443, 2.19): ‚Dieselbe 
wird‘, 
S. 362, 2.20 (448, 


2 ea 
+ (22y+ Ay?g). 
53,309 vu 
2.4, 15): „Konstante“. 

S.364, 2.4 (445, 2. 14f.): 
sodann durch‘. 

S. 364, 2.15, 19 (445, 2.12, 8 v.u.) 
fehlt: ‚von 

S. 365, 2.11, 17 (446, 2.15, 9 v.u.): 
„Hiernach können“. — „Konstante“. 

S.365, 2.14, 12 v.u. (446, 2.4, 2 
v.u.): „sein soll, sodaß“. — „Bei ihrer 


368, 2.5 (444, 


„bilden 


Behandlung . . . selbstverständlicher- 
weise‘“. 
S. 365, 2.9 v.u. (447, 2.3): Die 


Einteilung in die Nrn. 48—58 ist neu. 
Sie stimmt mit der Einteilung von 
Abh. XXVI, Bd. I in die Nrn. 1—11 
überein. 

5. 365, 7.4 v.u. 
zufinden, deren“. 

S. 367, 2.1v.0.,3 v.u. (448, 2.4 v.o., 
l1v.u.): „Konstante“. 

8.368, 2.68. (449, 2. 7f.): 
schwinden, so daß‘. 

S. 368, 2.9 (449, Z. 10): „sind. Um. 

8.369, Z.1 (449, 2.3 v. u.): „Die- 
selbe zerlegt“. “ 

S.369, 2.13 v.u. (450, 2.15): „der 
(5 — k)-ten“. 

8.369, 2.5 v.u. (450, vor 2.12 v.u.) 
fehlt die Überschrift: „Ic, — @ 2 0." 

8.970, 2.1 (450, 2.8 v.u.): ‚in 
dem X“. 

S. 370, 2.16 (451, vor Z. 8) fehlt die 
Überschrift: „II. a — = 0.“ 
S. 370, 2.6 v.u. (451, 2.20): 

sich‘‘. 


(447, 2.8): „auf- 


„Vver- 


„unter 
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S. 372, Z.4 v.u. (453, Z. 17) fehlt in 
der zweiten Klammer „F“. 

S. 373, 2.5 (458, 2.5 v.u.): „—2 gr 
(a, + 265, —a)Y+ ++“ 

8. 373, 2.6 (453, Z.4 v.u.): „eben- 
falls‘‘ statt: ‚„‚überdies‘. 

5 978.2 17 iu 
st Yy (z a: y)“- 

S. 373, 2.16 v. u. (454, Z. 8): „dieselbe 
auf. 

S. 373, 2.6 v. u. (454, 2.5 v. u.): „be- 
sitzt,indemauch...soeben geschriebene“. 


(454, 2.7): 


V 

S. 374, 2. 2, 6 (337, 2.1, 3): „v. Helm- 
holtz’“ und: „Helmholtz’“. 

Die Einteilungin die Nrn. 1—9 ist neu. 

S. 374, 2.5,2,1 v.u. (837, 2.7, 4,8 
v.u.): „in Vergleich mit‘‘. — „um ihren 
Sinn“. — „in Raume‘“. 

S. 375, 2.2 (338, 2.1): „Nichteukli- 
dischen‘‘. So nachher stets. 

3.9705 211 u (988, 28 vu): 
„Sprachweise“. 

S. 376, 2.5 (339, 2.8): „= 2(2,, %s, 
23, 21, Yı» 21) - 

S. 376, 2.7 (339, Z. 9): „Werden end- 
lich drei‘. 

S. 376, 2.12 (339, 2.15£.): „Wenn ein 
fester Körper sich ohne“. 

8.976, 4.13 v. u. (839, 2.10 ©. u): 
„scheint es mir“. 

3.877, 4.18 eu. 1840, 2.35 vw. u: 
„zu unterscheiden’. 

S. 377, 2.12,9 v. u. (340, 2.8,4v.u.): 
„ausnahmslos‘‘. 

3.317,:2.:.10° 8.0. (8420, .2.6 vu) 
„wahrscheinlicherweise‘‘. 

8.378, 2.15 (341, 2.21): „daß die 
00%... Raumes sich‘. 

S. 378, 2. 19—17 v.u. (341, Z. 14—11 
v.u.): „daß die Transformationsglei- 
chungen ... und Nichteuklidischen ... 
Raumes sich in der“. 

3.378, 2.3 v.u., 379, 2.1 (342, 
2.6—8): „daß die Schar der Euklidischen 
bez. Nichteuklidischen Bewegungen sich 
in ganz“. 
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Die Sonderabdrucke der Abhandlung 
tragen die Seitenzahlen 283—320. 

Die Einteilung in die Nrn. 1—49 ist 
neu. 

S. 381, 2.9 (285, Z.16f.): „die fol- 
gende Eigenschaft“. 

S. 381, 2.15 (285, 2.18 v. u.): „‚Diese 
Eigenschaft kommt“. 

S. 383, 2.12 v. u. (288, 2. 14): „Punkt 
hindurch“. 

S.383, 2.8 v.u. (288, 2.19): „im 
folgenden“. 

S. 383, 2.2, 1v.u. (288, 2.13 v.u.): 
„ausnahmslos‘‘, so noch öfter. 

S. 384, 2. 4f. (288, 2. 9—7 v. u.): „so 
muß jedes hindurchgehende ... Linien- 
element sich um... . bliebe ja‘. 

S.384, 2.21 (289, 2.11): „imaginär- 
konjugierte‘‘, so nachher immer. 

S. 384, 2. 22f. (289, 4. 13£.): „könnte 
offenbar... .. Geraden sich nicht“. 

S. 386, 2.14 v. u. (291, 2.1): „im fol- 
genden“. 

S.386, Z.7—4 v.u. (291, Z. 9—12): 
„daß um ein...Flächenelement sich 
drehen... mit dem Linienelement“. 

S.387, 2.2 (291, 2.18): „sich die- 
selben‘. 

S. 387, 2.5 (291, 2.21): „daß jedes 
Flächenelement sich um“. 

S. 387, 2.10f. (291, 2.14, 13 v.u.): 
„könnte ein... berührt, sich nicht‘. 

S.388, Z.1 (292, 2.18): „im neun- 
ten:. 

S. 389, 2.4 (293, Z. 4) fehlt: „mit“. 

S.389, 2.14 (294, Z.5f.): „da end- 
lich... Flächenelement sich um“. 

S.390, 2.5 (294, 2.9 v.u.): „wenn 
ein beliebiger“. 

3.391: 2 2 7.u 0%; #1 v.u%)}: 
„Transformationen‘. 

S.393, 2.6 (298, 2.12): „Es erübrigt 
noch die‘‘. 

S.394, 2.11, 10 v.u. (300, 2.12, 11 
v.u.): „daß die... Bewegungen sich 
dadurch“. 
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S. 397, Z.1 (303, Z. 4): „vorneherein“. 

S.397, 2.12, 11 v.u. (808, 2.5, 4 
v.u.): „und die Elemente... infolge- 
dessen sich nicht“. 

S.398, 2.5,4 v.u. (305, Z. 3f.): ‚„‚wel- 
ches ... Voraussetzungen sich nicht“. 

S. 398, 2.2,1v.u. (305, 2. 7£.): „‚wel- 
ches sich um dieses M,-Element nicht 
drehen‘, 

S. 399, 2.13 (305, Z.14 v.u.): 


ZH P1:--Pa- 

S.400, 2.12f. (306, 2.7 v.u.): „von 
reeller Ordnung“. 

S. 400, 2.6 v.u. (307, 2.8): „Archiv 
ior, 

S.401, 2.11 v.u. (308, 2.5): „so 
muß die‘. 

9.208, 2. 39.0.1308, 2,14), „in 
dieses überführen‘. 

8.402, 2.2 v.u.—403, 2.2 (309, 
2. 14—17): „Punkt dx,, ein hindurch- 
gehendes.... ein reelles M,„_s-Element 
fest, so müssen alle durch... M„_s-Ele- 
mente sich noch“. 

S. 405, 2. 15f. (312, 2. 7£.): „können 
die... Mannigfaltigkeit sich nicht dre- 
hen“. 

».406, 4.1 v7,0,,1318, 218: mu.) 


Im 
< \ “s 
ge 24,2 T;Pi - 
G 


S. 407, 2.1v.u. (315, 2. 5): „wie frü- 
her benutzt ‘‘. 

S.408, 2.12 (315, 2.8 v.u.): „wir 
nun diese‘. 

S. 410, 2.12 (318, Z. 2): „sie n infini- 
tesimale‘‘. 

SAD zZ TEU Bl 2 1 y u): 
BE Ir RI ML Wege 

S. 411, 2.14 (319, 2.10): „Es erübrigt 
noch die“. 

S.411,2.5v.u. (319, 2.6 v. u.): „mit 
ihr innerhalb‘. 

S. 412, 2.2,1v.u. (821, 2. 3£.): „mit 
ihr identisch“. 

S. 413, 2.16 (321, 2.14 v.u.): „Satz 
12, S. 312°, vgl. 8. 835, VI, 2.2, 8. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S.413, 2.17 (821, 2.14, 13 v.u.): 
„nur übrig die Frage, ob“. 

8.413, 2.4,3 v. u. (321, 2.4,3v.u.): 
„invariant; dagegen die Gruppe .. . läßt 
keine solche‘. 


vu. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—59 ist 
neu. 

S. 414, 2.11 v.u. (855, 2.6 v.u.): 
„Gegensatz“. 

S.414, 2.10—8 v.u. (855, 2.5—2 
v.u.):,,‚daß die ... Resultate sich auf... 
gelungen, diese Übertragung durchzu- 
führen. Dieselbe verlangt‘. 

S.415, 2.7 (856, 2.15): „Stand- 
punkt veranlaßt‘“. 

S. 415, 2.23 (356, 2.7 v.u.): „ihren 
Zusammenhang“. 

S.416, 2.5, 4 v.u. (858, 2.14): 
„00? Lagen annehmen“. 

S.416, 2.1 v.u. (358, 2.18f.): „von 
allgemeiner Lage‘‘ ist nicht kursiv ge- 
setzt und auch nicht eingeklammert. 

5 417, 2,9. v.u. 1359, 214 v.u) 
fehlt: ‚je‘. 

S.418, 2.17 (360, 2.11): ‚Forde- 
rungen a) b)“. 

S.418, 2.16, 15 v.u. (860, 2. 19f.): 
„kann ein... 2, %, 2, Sich nur“; 

8.413.2.31..9 8. u 861, 2.1055 
v.u.): „r unabhängige infinitesimale‘. 
— „ich dieselben als‘. 

S. 420, 2. 11f. (362, 2. 13—15): „Xıf 

..X,f runabhängige.... erfüllen die- 
selben paarweise‘. s 

8.423, 2.13 (866, 2.3): „da A und 
A sich nur“. 

8.424, 2.19, 21, 29 (367, 2.11, 12f., 
22): „Mittelpunkt“. 

S. 424, 2.12, 11 v.u. (3867, 2. 20£.): 
„als ihren Pseudomittelpunkt. Jeder 
Punkt... der Pseudomittelpunkt“. 

S. 425, 2.7 (868, 2. 5) fehlt: „von“. 

S. 425, Z. 7—5 v. u. (368, Z. 3—1 
v.u.): „Punkte p, und p, von... kann 
nach ... dritter Punkt p sich nur“. 
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8.425, 2.4—2 v.u. (3869, Z2.1—8): 
viermal p statt: P. 

S.426, 2.17 (869, 2.9 v.u.): „von 
RR ie 

S. 426, 2.10, 5,4,3 v. u., 427, 2.5, 6, 
7 (370, 2.2, 7—10, 17f., 20): fünfzehn- 
mal p statt: P. 

S.426, 2.5 v. u. (370, 2.7): "sohniei- 
den sich“. 

S. 428, 2. 8f. (371, 2.9, 8 v.u.): „weil 
alle... &,, %ı, 2ı keine lineare“, 

8.428, 2.9 v.u. (872, 2.14): „Er 
immer durch“. 

8.428, Z.4—1 v.u. (372, Z. 18—20): 
„kommen in den zwischen £, bestehen- 
den...homogenen Relationen minde- 
stens zwei solche Größen vor. Wäre nun 
dies der Fall, so bestimmten‘. 

8.430, 2.2 v.u. (374, 2.6 v.u.): 
„Kegelschnitt‘“. 

S. 431, 2.10, 9 v. u. (375, 2.9 v.u.): 
„enthält dieselbe den‘. 

8.431, 2.15 v.u. (375, 2.14 v.u.) 
fehlt: ‚von‘. 

S. 432, 2.4 (376, 2. 6): „Es erübrigt 
also... den Fall“. 

S.432, 2.11 v.u. (376, 2.5 v.u.): 
„y= Const. transformiert und“. 

> 4392, 26 Su a As: yr 
Yır 

S. 433, 2.17 (377,2.7v.u.): ,„k=]1 

er) 

S.434, 2.13f. (379, Z.1f.) steht die 
jetzt zweite Gruppe bei (C), die erste 
bei (D). 

S. 434, 2.16 (379, 2.4): „Gruppe X,f“. 

S. 435, 2.12 v. u. (380, Z. 12): „‚For- 
men‘. 

S.437, 2.14 v.u. (882, 2.7 v. U. 
„ep — yp — 2er“. 

S. 437, 2.4 v.u. (3883, 2.4, 3 v.u.): 
„und sie durch‘. 

S.437, 2.7 v.u. (883, 2.2): „es er- 
übrigt zu“. 

S.438, 2.15 (383, Z.13 v.u.) fehlt 
die Bezeichnung: ‚(B)“. 

8.440, Z.1 (385, Z.14 v. u.): „ob die- 
selbe‘. 
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S. 440, 2. 20f. (386, Z. 7f.): zweimal p 
statt: P. 

S. 441, 2.14 (387, Z. 3) fehlt die Be- 
zeichnung (C). 

S.441, 2.20f. (387, Z. 9f.): „Eigen- 
schaften bestimmen‘. — ‚Wie in den 
beiden früheren Fällen erkennen“, 

S.443, Z.4f. (389, Z.7£.): „welche 
bei der Substitution... erfüllt werden“. 

S. 443, 2.4 v. u. (389, 2.4 v. u.): „die- 
selbe durch‘. 

S.443, 2.15 v.u. (390, 2.1): 
selbe verschwindet‘. 

S. 443, 2.11 v. u. (390, Z. 5) fehlt die 
Bezeichnung (D). 

S. 443, 2.6 v. u. (390, Z. 10): „Eigen- 
schaften bestimmen“. 

S.445, 2.7 v.u. (892, 2.15 v.u.): 
„ob dieselbe‘. 

S.445, 2.4 vu. 
fehlt: ‚‚von‘“. 

S. 446, 2.16 v. u. (393, Z. 11): „‚keiner 
von ihnen unabhängigen“. 

S. 446, 2.3, 1 v.u. (393, 2.6,4 v.u.) 
fehlen die Bezeichnungen (E), (F). 

S. 450, 2.7 (397, Z.1 v.u.): „ob die- 
selbe‘. 

S. 451, 2.1 (398, 2.6 v. u.): „Bei der- 
selben‘. 

S.451, 2.8 (399, 2.3): „Es erübrigt 
jetzt nur noch anzunehmen“. 

S. 451, 2.10 (399, 2.5) fehlt die Be- 
zeichnung (F). 

S. 454, Z.1f. (402, Z. 10f.): „Punktes 
allgemeiner‘. 

S. 455, 2.3 (403, 2.12): K statt: k. 

S.455, 2.16 (403, Z.3 v. u.): „Es er- 
übrigt also noch, alle‘. 

S. 455, 2.23 (404, 2.4): K statt: k. 

8.457, 2.9 (405, 2.7 v.u.): „ya 
+ farr. 

S. 457, 2.16 (406, 2.2): K statt: k. 

S. 460, 2.9 v.u. (409, Z. 3 v. u.) fehlt: 
— U 

S. 462, 2.10 (411, 2.13 v.u.): „kann 
aber immer‘ 

S. 462, 2. 2 v.u. (412, 


„Die- 


(392, Z.12 v.u.) 


2.10): 


| hängt“, 
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S. 463, 2.4 (412, 2.15): „daß dieselbe“. 

S.463, 2.16 v.u. (413, 2.3): „ist 
es klar‘. 

S. 464, 2.1 (413, 2.13 v. u.): „können 
nun... Substitution uns die“. 

S. 464, 2.6 (413, 2.8 v. u.): „Nun er- 
gibt“. 

S.464, 2.4 v.u. (414, Z.11 v.u.): 
„Da dieselbe‘. 

3.465, 2:12 v.u..4415, 2.18 vu): 
„sich nun unmittelbar‘. 

3.465; 2.6: v0..(415.,2.12 vu): 
»dg, 1, 2q+ 7. 

S. 466, 2.7 (416,2. 1): „y?q+ 2Kyr“ 

S. 467, 2.12 (417, 2.11): „Haupt- 
resultat‘‘. 

S. 468, 2.5, 4, 3v.u. (418, 2.6, 4, 3 
v.u.): p statt: P. 

5.468, 24 vu 4418. 27.4 you): 
„Mittelpunkt“. 


VI. 


Die Einteilung in die Nrn. 1-11 ist neu. 

8.469, 249 9,006, 2. Ja vu.) 
„Wortlaut“. 

S. 469, 2.2,1v.u. (106, 2.2,1v.u.): 
„daß nach dem ... jeder anderer Punkt 
sich frei‘. 

S. 471, 2. 3f. (108, Z. 14f.): „Es führt 
... mit deren Hilfe‘. 

5442.83 27.1 402,243 110% 
2.3,2 v.u.,.16, 20 v. 0.):: „Text... — 
„Axiome“. — „Prinzip“. — „Axiom“. 

8.472, 2. 12, 11,9 7 0.279, 2.14, 
131.7: 0..(110.:2219,12,20,23 2.8, 
— „Begriff“. — 
„Bogenelement“. — „Standpunkt“. — 
„Monodromieaxiom‘‘. 

8:474.2,8,6. (IH, 2% Zw u): 
„Bogenelement“. 

S. 474, 2.17 (112, 
v. Helmholtz sich‘. 

8.474; 2.9°Y. u. (112,2.19, 14 v. u.): 
„keine auftrete‘“. 

38.474, 4.3,2v.u. (112, 2.7,6v.u0.): 
„daß die Forderung . sich 


„6 


aus . 


4 v.u.): „Prinzip‘'. 


2.8): „daß Herr 


. sein, 
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S. 475, 2.12—10 v.u. (113, 2.15, 
14 v. u.): Herr de Tillys... wertvollen 
. . . erscheinen, indem sie‘. 


IX. 
Die Einteilung in die Nrn. 1—5 ist 
neu. 
8. 479, 2.4 (468, 2. N): „il’ya 
liberte‘“. 


X. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—8 istneu. 


XI. 

Die Einteilung in die Nrn. 1—37 ist 
neu. 

S.485, 2.5 (448, 2.10): ‚„‚Theorem‘‘. 

S.485, 2.6 (448, Z. 11): 1879 statt: 
1878. 

S. 486, 2.13 (449, 2. 18£.): „Tangen- 
tialebene‘‘, wie auch im folgenden noch 
öfters. 

S. 486, 7. 14f. (449, 2. 20): „schneiden 
sich“. 

S.486, 2.13 v.u. (449, 2.7 v.u.): 
„Flächenpunkt‘. 

S. 487, zwischen Z. 6 u. 7 (450, 2.13£.): 
„Die Gleichung (4) ist die Differential- 
gleichung der 
der Fläche‘. 

S. 487, 2.18 (450, 2.9 v.u.): „Deve- 
loppablen‘, wie auch später meist. 

S. 487, 2.19£. (450, 2.7 v. u.): „Tan- 
gentialkegel‘“. 

S. 487, 2.21 (450, 26,5 v.u.): „be- 
rührt 
bez. k. 

S.487, 2.2 v.u.—488, 2.1 (451, 
7.12—14): ‚ce und ec’ sich in dem Punkte p 
schneiden, ... Umhüllungskurve & des 
Punktes p besitzen“. 

S.488, 2.13 (451, 2.12 v. u.): „paar- 
weis‘. So noch mehrmals. 

S. 489, 2.1 (452, Z. 15): „sich immer“. 

S. 489, 2.15 (452, 2.1v. u., 453, 2.1): 
„Wertsystem“. 


Haupttangentenkurven 


sie also längs einer Kurve c 
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S. 489, 2.14 v.u. (453, 2.5): „indem 
die“. 5 

8.489, 2.9,8 v.u. (453, Z.10f.): 
„Punkte (t,r) fallen im allgemeinen 
nicht zusammen“. 

S.490, 2.4 (453, 2.8,7 v.u.): „De- 
veloppabele‘‘. So noch öfters. 

S. 490, 2.5 (453, 2.6 v.u.): „An- 
fangspunkt“. 

S.490, Z.13 v. u. (454, Z. 14f.): „mit 
gleichem Parameter‘. 

S. 490, 2.8 v.u. 
„müßten“. 

8.491, Z.2 (454, Z.7 v.u.): „sich 
schneiden“. 

S.491, Z.11 (455, Z.3): „Schluß“. 

S.491, 2.10 v.u. (455, 2.14 v.u.): 
„wir schon erkannt‘. 

S. 492, 2.7 (456, 2.4): „Eigenschaft 
genießen“. 

S.492, 2.8 v.u. (456, 2.5 v.u.). Die 
Bezeichnung (5) fehlt. 


(454, Z. 20): 


S.492, 4.6 v. u. (456, 2.3 v. u.): 
„Integral“. 
8.493, 2.12 v.u. (457, 2.2 v.u.): 


„Produkt‘‘. 

S.493, 2.6 v.u. (458, 2.5): „die zu 
einem‘. 

5.494, 2.7 (458, 2.17): „Röp? — 
— Söpögq“. 

S. 494, 2.8, 9f. (458, Z. 18, 20): „Ele- 
ment‘. 

S.494, 2.17 (458, 2.13 v.u.): „ihn 


längs‘. 

8.494, 2.19, 21, 22.(458, 2. 11, 
87° vu.) mubten. ‚* mußten; 
„müßte‘‘. 

5.494, 4.9 v.u. (458, 25 9.u): 
(6) statt: (5). 

8.495, Z.14f. (459, Z.10 v.u.): 


„außerdem nach (1)“. 

8.497, 2.6 (461, 2.8 v.u.): .„Pro- 
blem“. 

8.497, 2.15 (462, 2.5): „Berühr- 
kurve‘. 

3.497, 2.3 v.u. (462, 2.14 v.u.): 
„Anschluß“. 

S.498, 2.15 (463, Z. 4): „auf ihn“. 
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5.498, 2. 18f. (463, Z. 8): „Tangenten 
sich im Schnittpunkt“. 

S.498, 2.11 v.u., 499, 2.8 (463, 
2.19 v.o., 1 v.u.): „Pseudokugel- 
kreis“. 

S.498, Z.11 v. u. (463, Z.19): „um- 
schrieben“. 

5.498, 2.2 v.u. (463, 2.12 v.u.): 
„so ist P’A’ u“. 

S.499, 2.2 (463, Z.8 v.u.): „mögen 
sich in L, pu und p’u’ sich in M“. 

S.499, Z.13 v. u. (464, 2.17): „Nach 
Satz 13 ist dann‘. 

5.499, 2.3—1 v.u. (464, 2.10—8v.u.): 


„Tangentialebene PLM“. — „Curve 
(B)2 
S.500, Z.1f. (464, 2.7,6 v.u.): 


„Pseudoevolute sich in K berühren. 
Mithin ist die Integralfläche (1) der‘. 

S.500, Z.14 (465, Z.8): „längs dem 
Orte‘. 

S. 500, 2.16 v.u. (465, 2.17): „dem 
Ort, 

35-200, 2.3. vu. (465. 2.6. vu): 
„Anfangspunkt'. 

3.001,°2.1.1465..2.3 90): „Be- 
rührpunkte vom Anfangspunkt‘. 

S. 501, 2.5 (466, Z. 2): „ Krümmungs- 
achsen'‘. 

S. 501, 2.9 (466, 2.5): „Ort“. 

3-901;. 2.18: v.u.: (466, 
„Schnitt“. 

S. 501, 2.11,10 v. u. (466, 2.12 v.u.): 
„in den Tangenten /u der Kurve‘. 

S. 502, Z. 8f. (467, 2.8): „in den Ge- 
raden Au, den Tangenten von k’“. 

S.503, 2.9 (468, 2.13): „Ort der 
Krümmungsmittelpunkte“. 

S.503, 2.7 v.u. (468, 2.1v.u.): „daß 
es, sobald‘. 

S.504, Z.1 (469, 2.8f.): „Berüh- 
rungslinien‘ ; „„Berührlinie‘. 

S.504, 2.15, 14v.u. (469, 2.4v.u.): 
„Berührlinie‘‘. 

3504, 27 vu 
»— Pıyady”. 

S.504, 2.3 v.u. (470, 2.8): „B,dy—+ 
+ CO, dr“. 


27:19): 


(470, 2.4): 
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S.505, Z.1 (470, 2.11): „sind die 
A,B,C,A,B,C dann gewisse“. 

S.505, 2.3f. (470, Z.14): ‚„Berühr- 
kurve“. 

S.505, 2.11 (470, 2.10 v.u.): ‚wie 
oben“. 

S.505, 2.17£. (470, 2.2,1v.u.): „ent- 
sprechenden auf ... sich beziehenden“. 

S.505, 2.9 v.u. (471, 2.10): „nun 
einen Kegel im Anfangspunkt“. 

S.505, 2.7 v.u. (471, 2.12): „auf 
ihm die“. 

509. 2.3 9,0:.1471. 2:13 zu % 
„Da sie algebraisch sind, so folgt‘. 

S. 506, 2. 13 (472, 2. 2): „diel’,n,&“. 

S. 506, 2. 20, 22 (472, 2.9, 11): „alge- 
braischen‘‘ ; „Zweck“. 

3.506... 2.10 8 wir: 14172. 2,.108.): 
„Developpablen ... eingeschriebenen al- 
gebraischen‘. 


XII. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—27 ist 
neu. Im ersten Drucke fehlt bei den 
jetzigen $1, $2,... das Zeichen $. 

S.507, 2.6f. (559, 2.5): ‚‚der erste 
sich“. 

S. 507, 2.12 (559, Z.11): „Schriften 
und größtenteils‘. 

S.508, 2.3—5 (560, 2.9f.): „von 
diesen Ebenen ... längs dieser Kurve 
berührt. Um dieselbe zu‘. 

8..508,..2.10.(8.560, 2.17% „Nor 
male‘. 

8.508, 2.8 v.u. (560, 2.2 v.u.): 
„längs derselben diejenigen ... be- 
rühren‘. 

S.509, 2.2 (561, 2.8): „von y aus:“. 

=.509.°2.7.%.0.09861. 2.3 9.9). 
„und seinen‘. 

S.509, 2.5,4 v.u. 
v.u.): „Problem 
wandt sind“. 

8.509, 2.20 (562, 2.4): „Schrift“. 

S. 509, 2. 23—26 (562, 2. 7—9): „daß 
das Problem ... zu finden, sich, so- 
bald‘. 


(561, 2.6—4 
mit ıhnen ver- 
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S.510, 2.10 (562, 2.17 v.u.): „be- 
liebig gegebene“. 

S. 511, 2.5 (563, 2.12 v. u.): „Setzen 
wir nun“. 

S. 511, 2.17 (564, 2.1): „indem jede 
Tangentialebenen unserer Develop- 
pable“. 

S. 512, 2.5 (564, 2.4 v. u.): „‚der vor- 
hergehenden Nummer“. 

8.512, 2.19, 23 (565, 2.14, 18): 
„die Determinante ... Wert von t ver- 
schwindet“. 

8.513, 2.17, 20f. (566, 2.15, 18£.): 
„die Tangenten ... besitzen, so ... 
parallel sind, ja“. 

S.513, 2.23 (566, 2.13 v.u.): „fällt 
somit zusammen‘. 

S. 514, 2.12 (567, 2.17): „der Num- 
mer 2“, 

BB AA UNSER ZT Yu) 
"Kurve _— 0: 

S.515, 2.5f. (568, Z.14): „mit D’s 
Ebenen parallel“. 

8.515, 2.16 v.u. (568, 2.2 v.u.): 
„dieser Nummer‘. 

8.315,; 2.193, 12 #0. 1569, 2.16) 
„Verbindung von den Ergebnissen der 
drei vorangehenden Nummern“. 

S. 515, 2. 10—7, 4 v. u. (569, 7. 4—6, 
9): „so ist es möglich, alle in sie 
eingeschriebenen Integralflächen 
...zu finden. ... Regeln der Nr.1 
eine... Indem man sodann die.“ 

BZ a To Are Ger 
=F,(X,, Xg, X,), was offenbar un- 
richtig ist. 

S. 517, 2.4f., 8 (570, 4.19, 22): „in- 
variant lassen‘ ; „unter meinen“. 

S.518, 2.14—10 v.u. Diese Anm. 
steht im ersten Drucke auf S$. 572, 
27. 7—2 v.u., ohne jeden Hinweis im 
Texte. Sie beginnt: „Meine (Seite 571 
[hier 517]) besprochene Arbeit‘. 

3.519.202. 5 1912, 2, 17. 10 won): 
„daß auf Transformationstheorien sich 
keine“. 

S. 520, 2.4 (573, 2.10 v.u.): „Rota- 
tionsfläche‘. 
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S. 520, 2.19, 22, 23 (574, 2.10, 13, 
14): „zerfallener‘‘; ‚„‚hinsichtlich zwei“; 
„Jedes derartiges‘. 

S.520, 2.9 v.u. (574, 2.16 v.u.): 
„gelöst habe“. 

S. 521, 2.17, 12 v. u. (575, 2.15, 19): 
„Integral“; „‚projektive“. 

S. 522, 2.9 (576, 2.5): „Problem“. 

S.522, 2.21,23, 25 (576, 2.19, 21, 
23): „welche die eine‘; „‚die aus‘; „sich 
schneiden“. 

8.523, 2.8 (577, 2.7): „spezielle“. 

S.523, 2.14 (577, 2.14): ‚„zerfal- 
lenen“. 

8.523, 2.12 v.u. (977, 2.8 v.u.): 
„durch s“. 


8.528, 2.4 v. u. (577, 2.4 v.u.)fehlt: 


„der“. 
S.524, 2.16 (578, 2.18 v.u.): „und 
ihre sechs projektiven infinitesimalen‘“. 
8.524, 2.11, 10 v. u. (578, 2.5,4 
v.u.): „die Pseudokrümmungsradien 
unserer“. 


XIH. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—80 ist 
neu. 

8.526, 2.5,3 v.u. (142, 2. 5f.): „irre- 
duzibele‘‘; „‚irreduzibelen‘. So noch 
öfters. 

S.527, 2.4 (142, 2.13): „oder aber“. 

5927 21. 02 ZH Dyur 
„wahrscheinlicherweise‘‘; „Schriften“. 

8.927 2.15 vu. 12 72 vu) 
„Theorem‘“. 

8.521, 2.9 v.u. (143,.2.7):: „mehr 
alsich anerkenne‘‘. 

8.527, 2.5,4 v.u. 
„meinen ... Sätzen‘. 

38.528, 2.4 (143, 2.19): ‚‚meiner 
Theorien“. 

8.528, 2.18 (143, 2.15 v.u.): „Chri- 
stiania 1879“. 

8.528, 2.3 v.u. (143, Z.1 v.u.): 
„Theorem‘‘. 

8.529, 2.16, 15 v.u. (144, Z. 21f.): 
„zufälligerweise‘; „und Zylinderflä- 
chen“. 


(143, 2.12): 
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S.529, Z.10 v.u. (144, 2.12 v.u.): 
„dreidimensionalen‘“. 

S.530, Z.15, 16f. (145, 2.15, 17): 
„vorgelegten Kurvenschar“ ; ‚im Raume 
x, y,2 00° Bildkurven zu“. 

S.530, 2.13 v.u. (145, 2.12 v.u.): 
„etwa der‘. 

S. 531, 2.1 (146, 2.1): „Soll daher ... 
sich im‘. 

S. 531, 2. 4 (146, 2.5): „‚vermöge pro- 


jektiven“. 

8.531, 2.6 v.u. (146, 2.5 v.u.): 
„Geraden“. 

8.592, 2.4,7,8 (147, 2.7,10, 11): 


„daß die 00°... liegen, sich ... be- 


S.532, 2.6 v.u. (148, 2.2): „indem 


8.532, 2.3 v.u. (148, 2.6) fehlt: 
„von“. 

S. 533, 2.20 (148, 2.9 v.u.): „Archiv 
Bd. 4, 1879. 


S.534, Z.4f. (149, Z.11f.): „finden 
sich ... geradlinige Minimalfläche‘“. 

S.534, 2.14, 13 v.u. (149, 2. 8—6 
v.u.): „Beweis... alle oo! Geraden der 
einen‘. 

S.535, Z.1 (150, Z.11): „umschrie- 
ben‘. 

5.539: 2, 6,0 v.u. (15116 v.u): 
„des Imaginären‘“. 

S. 5386, 2.15 (151, 2.13 v.u.): „oder 
aber eine“. 

S.536, 2.4 v.u. (152, 2.8 v.u.): 
„Sätze, aus denen‘. 

S. 536, 2.15 v. u. (152, 2. 5): „Sodann 
artet“. 

S.537, 2.4 v.u. (153, 2.4 v.u.): 
Pit; Sr bus) 

S.538, 2.7,6,4,3 v.u. (154, 2.8,7, 
4,3 v.u.): „Hilfssatz‘‘; „veröffentlicht 
wurde‘; „beruht“ ; „deckt sich“. 

S. 539, 2. 5f., 10 (154, 2.16, 11 v.u.): 
„Ebenfalls gehören‘ ; ‚„‚zerfallenen‘. 

S:539.22.21.29 v.0.; 3 v.u.: 8.540; 
2.2 (155, 2.13, 21 v.o., 10, 5 v.u.): 
„Archiv; ‚„Theorem‘‘; ‚Theorem‘; 
„Integral“. 
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S, 540, 2.17 v.0.,7 v.u. (156, 2.10, 
23): „indem das‘; „wahrscheinlicher- 
weise“. 

S. 541, 2.17, 18 (157, Z.4—6): „und 
Abelschen‘‘; „Haben auch ... Unter- 
suchungen sich auf.“ 

S.541, 2.11 v.u. (157, 2.14): „zer- 
fallene‘“. 

8.541, 2.7 v.u. (157, 2.19) fehlt 
Non‘ 

S. 542, 2.2£. (157, 2.6v.u.): „sodaß 
das... Theorem uns“. 

S. 542, 2.10 v.u. (158, 2.16 v.u.): 
„müßte“. 

8.542, 2.8 v.u. (158, 2.13 v.u.): 
„oo! Geraden“. 

8.549 2,9 2.0.1158. 2. vu) 
„wie wenn“. 

9.548, 2.5 (159, 2.1): „die aber 
unsere‘. 

8.548, 2.9 (159, 2.6): „nicht in- 
nerhalb des betreffenden Berei- 
ches‘. 

S.544, 2.2 (160, Z.3): „Ordnung 
nut 

S544.52°12, 11-8. 0.20160..72.876 
v.u.): „daß unsere ... sich als‘. 

S.544, 2.7 v.u. (160, 2.2 v.u.): 
„auftreten, genießt". 

5.545, 2 4v.u (161,23 3 u 0) 
‚in Translationsflächen‘. 

S. 546, 2.13 (162, 2.17 v.u.): „Sym- 
bol‘‘. 

S.546, 2.19 (162, 2.11 v.u.): „von 

S.546, Z.21f. (162, 2.8 v.u.): „Eben- 
falls sind‘. 

Sssie un s4 vu (6 278: 
„Developpabeln“ ; ‚ebenfalls oo” Deve- 
loppabeln‘. 

5,546. 2.2. 7 vuu.41063.:2.10) 12): 
„bezeichnen ihre‘ ; „‚erzeugenden‘'. 

S.548, 2.7 (164, 2.11 v.u.): „Punkt 
allgemeiner‘. 

8.5498. 2:71:16: 8 v. 0) „ee 
zeugenden“. 

S. 549, 7.17 (166, Z. 2): „erfüllen“. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S. 549, 2.20 (166, 2. 5): „Kurven die 
eine“. 

S. 549, 2.10 v.u. (166, 2.10): „von 
ihnen“. 

S. 549, 2.4,3 v.u. (166, 2. 16—18): 
„Punkt, indem die... variiert, nicht ©, 
enthalten‘. 

8.550, Z.1f. (166,:2.9 v.u9:, „als 
Gaußische‘“. 

S.550, 2.17 v.u. (167, 2.7): „Pro- 
blem‘“. 

3:550, 2.2 v.u, (167, 4.18 vi): 
„zerfallenen‘. 

S. 551, 2.4 (167, 2.7 v.u.): „Theo- 
rem‘. : 

38.551, 2.5 v,n. (168, 7,14 v.n.): 
„indem ja‘. 

3.552. 7.6:%10.1169 27.8.0 
„zerfallenen‘“. 

3.559: 2,2 7.0. (169, 28, 28. U) 
„sind, indem Flächen“. 

9.552.:2.19 vu. (169,2. 27)2 z.08- 
nießen alle“. 

8.553, 2.10£. (170, 2. 3£.): „oder 
aber c,... von uns früher‘. 

$.558. 4,3 Bu. .[100, 229,0) 
„indem es“. 

325583. Zu.16 
falls“. 

$.558,:2.14 v. u. .(170,-2.21): ,,Bei- 
spiel‘. 

8.558, 2.12 v.u. (170, 2.23): „und 
Ebenen‘. 

8.558, 2.5 v.u., 8.554, 2.2 (170, 
2.9,6 v.u.): „Geraden“ ; „Fall“. 

8.554, 7.9 (171, 2.6): „Kurve «“. 

3,554, 2.11: (171, 2. 2): „oder aber 
die“. 


(170, 2.10): „Eben- 


8.554020, 19.0178, "ZART ver 
schiedene‘. 
8255422993, 071: 02221): „oder 


aber es‘. 
9.554. 2. 7:6 vu (178, 2.9,8 vu): 
„Fläche, die somit ... erzeugt wird.‘ 
9,556.:2.2 7.021793, 2,13% u): 
In dem Bruche fehlt bei p(&) und 
p'(&,) der Index 1. Dieser hätte aber 
außerdem S. 556, Z.2 v. u., 8. 557, 2. 2 


Abhandlung XIII 
(173, 2.13, 10 v.u.) bei ’(&,) hinzu- 


gefügt werden müssen. 

S. 557, 2.16, 15,14 v. u. (174, 2.6, 8): 
„Gleichungen“ ; ‚„‚partieller‘“. 

S. 559, 2.14,11,10 v.u. (176, 2.17, 
21): ‚oder aber“ ; „Produkt“. 

S. 560, 2.6 (177, 2.4): „Konstante“, 

5.590,22, 8.854 v. u (177, 2.9. 
BEAT RE AM, Y Be; 
A,B statt A,,Bı; 2= (A: m)e"* + 
+ (B:n)e’-+-C. 

S.561, Z2.1,6 (178, Z2.4,8): ‚oder 
aber‘. 

S.561, 2.7 (178, 2.9): — PB: (ßık) 
statt: + ß: (Pık). 

S. 562, 2.16,15 v. u. (179, 2.4 v.u.): 
„Und ebenfalls‘. 

S. 563, 2.12, 14 (180, 2.12, 10 v. u.): 
„MM — 5 it Pre - 

S.563, 2.7 v.u. (181, Z.11): „Ge- 
raden‘. 

S.564, 2.17 (181, 2.1 v.u.): „finden 
sich“. 

S. 564, Z.11—9 v.u. (182, Z. 9—11): 
„Punktpaare, indem@ das ... Kegel- 
schnittsbüschels ... und ebenfalls ... 
Punktpaare....G das Geradenpaar‘. 

S. 564, 2.7,5 v.u. (182, 2.13, 15£.): 
„Punktpaare‘‘; „Kegelschnitt‘. 

BD. 064: 2.2:7.,:9.065, 79 vun. 
(182, 2.5, 2, 1 v.u.): „Kegelschnitt‘; 
„Kugelkreis‘“. 

S. 565, 2.14 v. u. (183, 2. 11): „‚Kegel- 
schnittsbüschel‘‘. 


8.565, 2.6,5 v.u. (183, Z. 20f.): 


(mM — A (E)) (Ma — 92(8))=0, 
(N: — 93 (83)) (mM—M&)=20. 
8.566, 2.12f. (183, 2.3,2 v.u.): 
„Sollen diese ... müssen also gewisse“. 
8.566, 2.17 v.u. (184, Z.8): „dann 
zunächst‘. 
S. 566, 2.3,2 v.u. (184, 2.14 v. 2): 
„indem zwei‘, 
S. 567,2.2,5, 9 (184, 2.10, 6,2v. u): 
fehlt: „von“. 
8.568, 2.4, 7 (185, 2.5,2 v.u.) 
fehlt: ‚‚von‘‘ vor „allgemeiner. 
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S. 568, Z. 17 (186, Z. 10): „Kon- 
stante‘“, ; 

S. 569, 2. 8f. (187, 2. 3f.): „daß die 
... (3) sich auf.“ 

S. 569, 2. 11 (187, 2. 6f.): „der 7, nach. 
der entsprechenden“. 

S. 569, 2.8,7 v.u. (187, 2.8,7 v.u.): 
„tm —=I, m=9(O)“; „werden 
sollen‘. 

S. 570, 2.3 (188, 2. 3): „geben“. 

BD. AR IB Bene 
statt: u3. 

S.570, 2.17 (188, 2.8 v.u.): „ähn- 
liche, in allem also‘. 

S.570, 2.6 v.u. (189, Z.1) fehlt: 
von. 

S.571, 2.16,17 (189, 2.6,5 v.u.): 
p,, p statt: w,,@. 

Done 27 109 v0: 
statt: o,. 

B.911,:.2.6 9.0: 1890,.2.8):; 
zunächst“. 

971, 2A ven ye y Ifene 
raden'‘. 

9.8124 23%, 19'990. (191,2. 47): 
„daß die...sich wirklich. 

3.0.2,.2.0 ven. (191..2.10)::3,Ge: 
raden‘‘. 

ED Au. 
statt: ©). 

S9I2. 2. L ve. (198.2 189% Sin- 
dem es‘. 

8.919. 
An 

201, 2,019 Zw. und 
ebenfalls‘‘. 

S. 573, 2.12 v.u. (192, Z. 8) fehlt die 
Bezeichnung (8). 

5.913, 2. 1b-y.u (199.229) ZPro- 
blem‘‘. 

5.944,79. 17, 19,27.(193.2.7, 10-19). 
„Geraden; ‚„zerfallenen‘‘; ‚müßten‘. 
Bst 2,98..1194, zZ. 4ER): 
keine...,daß der... Reiß sich‘. 

S.575, 2.13 (194, 2.8): „und m 
Kurven‘. 

SEHR 
fallenen‘. 


(190, 2.1): 9, 


„dann 


(191, 


2.13): @% 


7319, MIN) „Hann 


„mir 


2.273194. 2.111): ‚zer: 
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S. 575,2.11v.u. (194, 2.15, 14v.u.): 
„Theorems leichter dasselbe Resultat 
ableiten‘. 

8.575, 2.7 v.u. (194,230 vw) 
viermal @ statt o. 

S. 576, 2.12 (195, 2.10): „Dabei er- 
halten‘. 

8.576, 2.14 (195, 2.13): 6 =1,2). 

S. 576, 2.18 (195, 2.17): als ratio- 
nale“. 

S. 576, 2.11 v.u. (195, 2.12 v.u.): 
„zuerst nach &, und sodann nach &,“. 

8.576, 2.9,8 (195; -2.10,9 
v. u.) fehlt: = 0. 

3.5.16, 2.5 v1. (195. 26 8,W) 
„in den 7” linear sind.“ 

S. 577, 2.19, 21 (196, 2.20, 22): „er- 
fällen‘; „Kurve gab uns“. 

S. 577, 2.17—14 v.u. (196, Z. 24 bis 
27): „Da nun ... Koeffizienten sich 
rational ... daß unser ... Weise 
sich dadurch.“ 

8.578, 2.2.(197, 2.4f.): „oder Zy- 
linderfläche‘“. 

5:578..2. 16-1922. 16 7.02: 
erlangte‘. 

3918.32. 118. (I. ala av) 
„Iheorems durch die folgende“. 

8. 578, 2.20 (197, 2.11 v.u.) fehlt: 
ee 1,223: 

8.578, 2.12,11 v.u. (197, 2.5,4 
v.u.): „man sie mit‘; „oder aber die‘. 

5.578: 2,43 v.u.2(198.2,.5)3,.. dor 
artige‘“. 

S. 579, 2.2 (198, 2.9): „Bestimmung 
als geradlinigen'. 


v.Uu. 


„die 


XIV. 
Die Einteilung in die Nrn. 1—85 ist 
neu. 
>.080,,. 2.28 v.u../18,.. 21 u) 
„Archiv“. 


S.581, 2.12 (182, 2.14): „zum be-. 


friedigenden“. 
8.581, 2.17 v.u. (182, 2.12 v.u.): 
„oder aber dem‘. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


8.581, 2.3 v.u. (183, 2.5): „oder 
aber“. 

5.582, 2.12 (183, Z.19£.): ‚Geraden‘. 

S. 582, 2.19 (183, 2.14 v. u.): „‚oder 
aber“. 

8.582, 2.11 v.u. (183, 2.5 v.u.) 
fehlt: „von“. 

S. 583, 2.1 (184, 2.9): „Gerade“. 

S.584, 2.3 v.u. (186, 2.16): „oder 
aber‘. 

S.585, 2.5 (186, 2.13 v.u.) fehlt: 
„nine. 

S.586, 2.10 (187, 2.2 v.u.): „oder 
aber“. 

S.586,2.1v.u. (188,2.9v. u.): „und 
ebenfalls‘. 

S.587, 2.9 (189, 2.3): „Ausnahms- 
weise kann dies doch‘. 

S. 588, 2. 1f. (189, 2.4 v. u.): „vorne- 
herein‘. So öfters. 

S.588, 2.6 (190, 2.1): 9;(t,). 

8.588, 2.10 (190, 2.5): 7,=1,2,3 
Statt: — 10,9. 

8.590, 2.14 v.u. (192, Z.1 v.u.) 
fehlt: k —=1,2,3). 

8.590, 2.7 v.u. (193, 2.7): „Ge- 
raden‘. 

S. 591, 2.20 (194, 2.1): „ist es nun“. 

3.592, 2.5 (194, 7.8 v.u.): „Theo- 
rem“. 
S. 592, 2.15 (195, 2. 3) fehlt: „von“. 

5.593..2110 san. 9b Aa 
fehlt: (k—=1,2, 3). 

3.594, 26,85 1197, 2. 2,3): 
stattet, indem‘; „Geraden“. 

S. 596, 2.2 (199, 2.9): „Satz 1. 

S.596, 2Z.11,14 (199, 2.19, 
„besitzt‘‘; es fehlt das weite: — 0. 

8.596, Z.11, 10-8 v.u. (200, Z.1, 
2-4): „Satz 2°; (8) statt (3°). 

Bol 200 ZN): „drei 
oben.“ 

S. 597, 2.17 (200, 2.12 v.u.): „Bei 
der Fassung‘. 

8.597, 2.22 (200, 2.6 v.u.): „wei- 
tere gemeinsame“. 

S.597, 2.24 (200, 2.4 v.u.): (3) 
statt (3°). 


„ge- 


21): 
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S. 597, 2.25 (200, 2.3 v.u.): „als 
die“. 

8.598, 27.2.1201,:4 17 v.u.):. (8) 
statt: (3°). 

8.59, 2.17 (201, 2.7 v.u.): „so 
sollen‘. 

S.598, 2.9 v.u. (202, 2.3): „geben 
uns“. 

S. 599, 2.12 v. u. (203, Z. 9): „‚ferne‘“. 

S. 600, 2.4—6 (203, Z2.8—6 v.u.): 
(8) statt: (8°). Es fehlt: W + k). 

S. 600, Z. 13 (204, Z. 2) fehlt: 
„hin. 

S. 600, 2.16 v.u. (204, 2.9): „sich 
immer“. 

S. 601, 2.1 (204, 2.9 v.u.): „oder 
aber‘. 

S. 601, 2.17 v.u. (205, Z.11) fehlt: 
—ı0: 

S.602, 2.14f. (206, Z.10f.): ‚ver- 
knüpft werden. Sind die‘; „man die 
oben‘. 

8.603, 2.3f. (207, 2.5): „im be- 
treffenden‘. 

S. 603, 2.7 (207, 2.8): „Satz 1“. 

S. 603, 2. 9, 14, 22 (207, 2.10, 14, 22) 
fehlt: „‚von‘“. 

DE 003.0.72.209. 
grade‘. 

8.608, 2.12 v.u. (207, 2.10 v.u.): 
„Ebenenpaar‘. 

S. 604, 2.15 (208, 2.20): „Satz 2“. 

S. 604, 2.23 (208, 2.7 v.u.): „Kon- 
stante‘“. 

S. 605, 
Satz 3 

8.605, 2.22 (209, 2.4 v.u.): „der 
| r;xr | gleich“. 

S. 606, 2.1,3 (210, Z. 15, 18): „sollen 
dabei‘; „oben besprochenen‘. 

8.606, 2.6 v.u. (211, 2.13): „Be- 
weis“, 

2: 607, 2.13, 15 1211, 7.4. 1.v.u.): 
„I'heorem‘“ ; „vielen“. 

8.608, 2.16 v.u. (213, Z.14): ‚‚der 
My“. 

8.609, 2.1,2,5,6 (213, 2.9,8, 5,8 
v.u.): „zweiten‘ statt: „andern“. 


(207, 2. 23): 


„wir 


0.13: 209° 2. 18 7a 
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S. 609, 2.5 (213, Z.4 v.u.): ‚oder 
aber‘. 

S. 609, 2.21 (214, Z. 14): „sind, doch 
aber ein‘. 

S.609, 2.29. (214, 2.23): „Abels 
Nachfolger sich ... Theorem‘‘. 

S.610, 2.14—16 (215, 2. 14—16): 
„und dabei in vier... werden können“. 

8.610, 2.11 v.u. (215, 2.9 v.u.): 
„Gleichungssystem‘“. 

S. 611, 2. 9£. (216, Z. 12£.): ‚des zwei- 
ten Triöders ... Ebenenpaar‘‘. 

8611, 2.15 vu (216, 26 v.u): 
„zweiten Polartriöders‘‘. 

8.612, 2. 11.(217,..2. 17 vu): „des 
einen Polartriöders‘‘. 

8.612, 2.14 v.u. (217, 2.3 v.u.): 
„eine unter‘. 

S.613, 2.2(218,2.15)fehlt:(—=1,2,3). 

S.613, 2.8£. (218, 2.15 v.u.): ‚‚tri- 
viıal, wie“. 

8:64, 2.139.171. 1220. 2.3,47.7. 
„vorneherein feststellen ... die nach 
unseren ... sich damit“. 

8.614, 2.1 v.u.: (220, 2.12 v.u.) 
fehlt 2 Rz 

S.615, Z2.14—16 (221, 2.3—5): (1) 
statt: (4). 

S.616, 2.16f. (222, 2.7£.): „Tan- 
gente im selben ...., so sagt“. 


2.616... 2 201. .(2902.:2.120)2 „daB 
diese... sich als‘. 

S.616, 2.11 v.u. (222, 2.18): ‚so 
sagt‘. 


8.617, 2.2 (222, 2.6 v.u.): „kann, 
so zeigt‘. 

Sol, a9. ur (28.2.1827 
v.u.): „Gleichung sagt‘; „in denen 
neben‘. 

S. 618, 2.11 (224, 2. 9): „sie jede“. 

S. 619, 2. 6f. (225, Z. 11f.): „drei Ge- 
rade in ihrem Schnittpunkte“. 

5.619, 72,.181.:1295, 2 9 1 wen): 
y; statt: »,. 

8. 619,2.9,8v.u: (235, 2.2, 1v.u.): 
A,, Ag, As; „zwischen ihnen“. 

3.1619... 1.8.311.°1206. 2.7): „ann: 
lytische wie geometrische“. 
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S. 620.2.6 (226, Z.15): „betrachtet 
wurden‘. 

S. 620, 2.18 (226, 2.7 v.u.): „aus 
ihr schaffen“. 

S. 620, 2.5 v.u. (227, 2.12): y/,2,. 

S. 621, 2.3 (227, Z. 17): „derartige“. 

S. 621, 2.8 v.u. (228, 2.15): ‚‚der- 
artiges‘“. 

S. 622, 2.6 
Ye + Ba2s 

S. 622, 2. 16, 17 (229, 2. 3,5) es fehlt: 
„von“; „gehören, dann“. 

S. 622, 2.5 v.u. (229, 2. 20): „‚Theo- 
rem“. 

S. 623, 2.15 v.u. (230, 2.9) fehlt: 
G- 1.23, 

S. 623, Z.8—6 v. u. (230, 2. 17—19): 
„daß unsere ... sich, sobald‘. 

S. 624, 2.1—4 (230, Z.10—7 v.u.): 
„sagen ja..., daß der Haupttangenten- 
kegel.... M, zu zwei gegebenen Triödern 
... . Konjugiert sein soll“. 

3.624, 2.6f. (230, 2.4 v.u.): „Kegel, 
der zu diesen beiden Triedern konju- 
giert ist.“ 

8.625, 2.4 (231, Z.1 v.u.): „deren 
Koeffizienten ... beliebig gegebene‘‘. 

8.626, 211. 92, 2.2 1 y.nJ: 
„daß alle r,.; sich“. 

ar 2 JB me Dos, ZI 
Der Satz hat keine Nr. 

5.0626, 2.11.10 vu. (288, 2.14.10 
v.u.): Differentialgleichungen 
nicht die... z,, sondern nur‘. 

S. 627, 2.4 (234, 7.5): „deren Koeffi- 
zienten“. 

S. 628, 2.11 (235, 2.15): 
... 17x Sich als“. 

8.628, 2.15 (235, 2. 18): 
dem die“. 

3.628, 2.18 (235, 2.22) fehlt: ‚je‘. 

3.628, 2.12 v.u. (235, 2.7 v.u.): 
„dert, 

5.629, 2.9 (236, 2.17). Es fehlen 
Ds.» 2,6 und Stalla,.B,.. . ‚2, steht 
BR ER > 

S.629, 2.18 (236, Z.11 v.u.). Es 
fehlen x, und g,. 


(228, -2.9 vw. u): 


„daß auch 


muß, ın- 
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S. 629, 2.1 v.u. (237, 2.9£.): „a,ß, 
eR..£,Ihren:, 

5.630, Z.1f. (237, 2.10, 11): &,& 
statt: &,, &; und: &ıg, &ag Statt: Ey, Ey. 

S.630, 2.6 (237, 2.16): „kommen 
nun‘. 

S. 630, 2.7 (237, 2.17): eg, &g, statt: 
&, Eu. 

8.6980, 2.12 
iR.4 = 1,2;33; 

S.630, 2.14 v.u. (237, 2.4 v.u.): 
„Differentialausdrücke‘“. 

S. 630, 2.13—11 v.u. (237, 2.3—1 
v.unrtehli: —= 

S.630, 2.4 v.u., 8.631, Z.1 (288, 
2.9,13): „Differentialausdrücke‘. 

S.631, 2.4 (238, 2.16): „und ihren“. 

08: Z,.18 Fu vu 
P(ad5 — eß)(fı — a). 

S.631, 2.13 v.u. (239, 2.4): „sind, 
indem sie“. 

S. 632, 2.13 v.u. (240, 2.10): ‚oder 
aber reduzierte‘. 

S. 633, 2.5f. (240, 2.2 v.u.): „und 
ihren Ableitungen‘. 

S. 633, 2.7 (241, Z.1): „Resultat“. 

8.683, 2.16,15 v.u. (241, 2.17): 
„nur ihre Ableitungen“. 

S.634, 2.5 (242, 2.3): „und ihren“. 

S. 634, 2.15 v.u. (242, 2.16 v.u.): 
„Daß die... Sciences sich“. 

8.634, 2.11: v.u.: (242, 2.12 vu): 
„„gestorbenen“. 

S.634, 2.9,8 v.u. (242, 2.9 v.u.): 
„für Galois’ Ideen in mehr‘. 

S. 634, 2.4, 3 v.u. (242, 2.4,3 v.u.): 
„wurden, Galois’ ebenso ... zugäng- 
liche als tiefe Ideen zu verstehen“. 

S. 634, 2. 23f. (243, 2. 2f.): „daß die 
... Jahrhunderts sich‘. 

S. 635, 2.3 (243, Z. 7): „‚weggezogen‘. 

S.635, 2.11 (243, 2.16): „Kegel- 
schnitt“. 

S. 635, 2.10 v.u. (244, 2.1): „Kon- 
stante‘“. 

S.636, 2.12 v.u. (245, 2.3): „sind, 
indem‘. 

S. 637, 2.4 (245, 2. 19): ‚„‚zerfallene‘“. 


(237, 2.12 vu): 
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S. 638, 2.17 (247, 2.5): „Theorem 
wurdenalle“. 

S. 639, 2.6 (247, Z.2,1 v.u.): „die 
sich berühren“. 

S.639, 2.10,8 v.u. (248, 2.6,8): 
„Substitutionsgruppe“. 

8:639, 2: 6. v. u. 
„deren Beschaffenheit‘. 

S. 689, 2.3,2 v.u. (248, 2.3 v.u.): 
„kontinuierlichen“. 


(248, Z. 10f.): 


XV. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—79 ist 
neu. 

S.640, 2.9f. (687, 2.7—9): „Geo- 
metrie weg, ... gestellten... behandel- 
ten geometrischen‘. . 

S. 640, Z. 12f. (687, Z.12): „und teil- 
weise jedenfalls vollständig‘. 

S. 641, Z.1 (688, 2.7): „genießen ja“. 

S.641, 2.7 (688, 2.15): „die oben- 


genannten‘. 
3.642, 2.9 (689, 2.20, 19 v.u.): 
“ „wenn die... Funktion ® sich‘. 


S. 642, 2.16, 12 v. u. (689, 2.4 v.u.; 
690, Z. 2) fehlt: ‚von‘. 

S. 643, 2. 3,11 (690, Z. 17. 26) fehlt: 
„von“ vor „allgemeiner“. 

S. 643, 2.15 v.u. (691, Z. 3): „wenn 
A, und 4, nicht‘. 

S. 643, 2. 14,13, 11 v. u. (691, 2. 5,7): 
„daß das Produkt ... sich als“. 

S. 643, 2.7,6 v.u. (691, 2.12): ‚sein 
müssen‘. 

S.643, 2.4 v.u. (691, Z.14) fehlt: 
Von 

S. 644, 2.5f. (691, 2.16, 15 v.u.): 
„daß unsere... sich überdies“. 

S.644, 2.17 v.u. (692, Z.8): ‚die 
doch‘. 

S.645, 2.8 v.u. (692, 2.4 v.u.): 
„sagt, daß“. 

S.645, 2.16, 25f. (693, 2.5, 15f£.): 
„Geraden des‘; „haben die Systeme“. 

S. 645, 2.5, 4 v.u. (693, 2.5,4 v.u.): 
„nicht über die... sondern über die... 
Geradensysteme‘“. 


847 
S. 646, Z.11 (693, Z.11 v.u.) fehlt: 


VOR"; 
S. 646, Z.20 v.u. (694, 2.3): „sind, 
doch aber“. 

'S. 646, 2.16 v. u. (694, 2.7): „folgen- 
den Problem‘. 

8.646, 2.12,7, 5,2 v.u. (694,.2. 11, 
16, 19, 22) fehlt: ‚von‘. 

S. 647, 2.14, 24 (695, 2.2, 13): „zu 
Widerspruch“. 

S. 647, 2.15 (695, Z. 3): „Wäre näm- 
lich“. 

3.6472 72.12 vu 
„Komplexlinien in oo!“. 

9.647..2295 9.11.1699, 2.33 vu): 
„dessen Geraden“. 

S. 648, 2.4, 10 (695, 2.7, 2v. u.) 
fehlt: ‚‚von‘“. 

S. 648, 2.6—8 (695, 2.5, 4 v.u.): 
„zerfallen auch oder aber 
der“. 

S. 648, 2.11 (695, 2.1 v. u., 696, 2.1): 
„schneiden sich diese Ebenen“. 


(695, 2. 16f.): 


S. 648, Z. 14—16 (69%, Z. 3—5): 
„Punkte allgemeiner Lage nicht mehr 
als... Komplexes gehören“. 


S. 648, 2.14, 4 v.u. (6%, 2.16 v. o., 
9 v.u.) fehlt: „von“. 

S. 648, 2.10 v. u. (696, 2. 21): „‚Ebene 
gehört‘. 

S. 649, 2.5—7 (696, Z.1 v.u., 697, 
Z.1f.): „daß g, nicht diese Gleichung er- 
füllt, ... nicht M = 0 befriedigen“. 

S. 649, 2.8, 20, 33, 35 (697, 2.3, 17 
v.0.,10,9 v. u.) fehlt: „von“. 

S. 649, 2.5 v. u. (697, 2.8 v. u.): „und 
in ihr einen“. 

S. 649, Z.3—1 v. u. (697, 2.5,4v.u.): 
„m Paaren ... y„, sozwar, daß... KR, 
gehören‘. j 

S.650, 2.7 (698, 2.5): „bilden; es 
erzeugen andererseits‘. 

S.650, 2.18 (698, .2.18): 
offenbar ... T’, gehören‘. 

8.650, 2.17, 12, 9 v,u. (698, 2.17, 
13, 10 v. u.) fehlt: ‚‚von‘. 

9.051. 2.0. 1 19 09a Ze 
20) fehlt: ‚von‘. 


„da 
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8.651, 2.15 v.u. (699, 2.13 v.u.): 
„dieser Gerade“. 

8.651, 2.12 v.u. (699, 2.9 v.u.): 
„umhüllen ein“. 

8.651, 2.5 v.u. (699, 2.2,1 v.u.): 
„gleich 2 und höchstens gleich 3 sein 
muß“. 

8.651, Z.1 v.u. (700, 2.4): „oder 
aber in“. 

8.651, 2.1 v.u., S. 652, 2.10, 15, 16 
(700, 2.5, 16, 20, 21) fehlt: „von“. 

0 1 VA ER ee A DS 65 Per Oi 
(701, 2.2, 13, 17) fehlt: „von“. 

5.:658,.2.13 9.0.1101, 2. buyau): 
„die wir... Zeile 3°. 

8.653, 2.8 v.u. (701, 
„definierter“. 

526589, 24 vor, 95654 87, 21214 
v.u. (702, 2.4 v.o., 11,5 v.u.) fehlt: 
vol. 

5.654, 2. 2f. (702, 2. 9£.): „Theorem 
... g als Ausgangsstelle‘. 
5.654, 2.4 (702, 

Summe“, 

D8.694, 7.16 v:uU.1702, 2. vu): 
„findet“. 

8.654, 2.8 v.u. (703, 2.3) fehlt: 
„Von, 

3.654,.2.6, 4 v.u.(703, 2.5, 8); 
„und ebenfalls‘ ; „daß sie sich“. 

5.095.216, 22 (109, 2.19, 9 u. u 
„Konstante“ ; „Komplex enthalten“. 

S. 655, 2.8 v.u. (704, 2.8): „an der 
Hand“: 

S. 655, 
„von“. 

8.656.,29 1704 728 vu) © 
Stall co. 

S.656, 2.13 v.u. (705, 
»der.. 

S.656, 2.7 v.u. (705, 2.14): „eine 
mehr umfassende‘. 

S. 657, 2.3 v. u. (706, 2. 22f.): ‚‚wer- 
den soll“. 

S.658, 2.17 
y— 0 fehlt. 

S. 658, 2. 22. (707, 2. 8). Die Bezeich- 
nung (1) fehlt. 


PR ES Wr 


2 13)2  ıhre 


2.5 v.u. (704, 2.12) fehlt: 


27.8) fehlt: 


(707, 2.3). Die GI. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S. 658, 2.25 (707, Z.11): „des zwei- 
ten“. 

S. 658, 2.27£. (707, 2.15): „z,y,2 
genießt“. 

S. 659, Z2.10—12 (708, 2.1—8). Die 
Bezeichnung (2) fehlt. 

S. 659, 2. 13f. (708, Z. 4f.): „zwischen 
ihnen ... so die Gleichung‘. 

5.659, 2.20—22 (708, Z. 12—14): 
(2) statt: (2’). 

8.659, 2.8 7.0.08 20 vw) 
„Mongesche‘“. 

S.659, 2.3 v.u. (708, 2.4 v.u.): 
„sich schneiden‘. 

S. 660, 2.6 (709, 2.6): (2) statt (2°). 

S. 660, 2.11 (709, 2. 12): „‚sich schnei- 
den“. 

35608,.:2, 23 v2 .009 27) 
fehlt: c. 

5,.660,:22.9, a1 (909,2, 2 v,u3: 
„sich immer‘. 

S. 661, 2.3 (710, 2.9): „sich immer“. 

S. 661, 2.8 (710, 2.14) fehlt: c. 

S. 661, 2.11 (710, 2.17): „schneiden 


sich‘. 


3:5095.7.,8, 2 v2U...0712, 2.158.) 
„Eigenschaft genießt ... gemeinsamen 


Linienelement‘‘. 
3.669, 2. 1 v.u..(113,-2. 10) fehlt: 


a, 


5: 665... 0: (14 de ve): 
„Mongeschen“. 

Ss. 665, 2. 17—19 (715, 2. 4-6): 
„genießt, Gebilde, die sich ..., die sich 
ebenfalls‘. 


9. 665, 2.5,4 v.u. (715, 2.14 v.u.): 
„Flächenelement Gebilde im anderen 
Raume‘. 

5.666... 411,12 (216.72. 20):° 00 
hören‘ ; „sich berühren‘. 

S 666.7.18, 10 vo, (116,2,18, 34 
Vin Ordnung‘; ‚‚Flächenele- 
ment“. 

S. 666, 2.2,1v.u. (716, 2.5,4v.u.): 
„als eine ein-eindeutige“. 

8.667, 2.1 (716, 2.3 v.u.): „Aus- 
nahmsweise‘“. 


„von 
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S. 667, 2. 13£. (717, Z. 10f.): „können 
die... Q sich nicht“. 

S. 667, 2.15 v.u. (717, 2.13 v.u.): 
„unter ihnen“. 

3:66, 2,10: u. (717, 2.87. u): 
„Ist ferner die“. 

S. 668, Z.1 (718. 2.6): „sie als“. 

S.668, 2.15 v.u. (718, 2.5 v.u.): 
„Hauptzweck mit unseren“. 

S.668, 2.13 v.u. (718, 2.2 v.u.) 
fehlt: „von“. 

S.668, 2.5,4 v.u. (719, 2.6f.): 
„schneiden sich die... und K’‘“, 

S.669, 2.2 (719, 2.13): „Flächen- 
element“: 

S. 669, 2.8f. 
Flächenelemente‘“. 

S. 669, 2.12 (719, 2.15 v. u.): „beiden 
ZU 

S. 669, 2.19—21 (719, Z. 9—6 v. u.): 
„viele zum Flächenelement e zugeord- 
neten ... Flächenstreifen, den‘. 

S. 669, 2.6,5 v.u. (720, 2.9—11): 
„indem nicht... haben können‘. 

S. 669, 2.1 v.u. (720, Z.15f.): ‚des 
transformierten Flächenelementes‘‘. 

S. 670, 2.1 (720, 2.17) fehlt: „‚von“. 

S. 670, 2.10, 12 (720, 2.13, 12 v. u.): 
„ist es unsere‘‘; „Beweis“. 

S. 670, 2.17 (720, 2.6 v.u.): „Punkt 
gehen‘. 

82.610,.7.38, 14.0...991,. 2.4.63: 
„so genießt die von den‘; „einem 
jedem‘. 

Gil 2:5 1I2L, 
„sich schneidenden‘“. 

091.4. 19 ».u. 0022 Aa... ch 
schneidende‘‘. 

8. 671, 2.15 v. u. (722, 2.6) fehlt: K’. 

8,671, 2.8 vou: 929; 
sollen“. 

S. 672, 4.3,4 (722, 2.17, 16, v.u.): 
„„gehört‘‘; „gehören“. 

2 le mu (108, Zeh 
hören‘. 

S. 673, 2.14—16 (723, 2.4, 2 v.u.): 
„über die Frage‘; „daß unser Theorem 
sich“. 


(719, 2.20): „zum 


2:10,15 war): 


„ge- 
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8.674, 2.3 (724, Z.10 v.u.): „be- 
nachbarte sich“. 

S. 674, 2.15 v.u. (725, 2.13): ‚an 
der Hand“. 

S.675, 2.11 (726, Z.4): ‚ebenfalls 
Jede“. 

8.676, 2.12 v.u. (726, 2.2 v.u.): 
„in fast hundert Jahren‘. 

3.:018,:.2.8 vu. (127, 2.10 vu): 
„würde‘‘. 

8..676,..2.3 vu. 
„König“. 

3:646,.:4.1 vu. 0121, 2,2 vu.) 
„wahrscheinlicherweise‘‘. 

S. 676, 2.4, 8 (727,2.1,5): „reellen 
veränderlichen.‘ — ‚reellen.“ 

8. 676, 2.9 (727, 2.7): „imaginä- 
ren“. 

8.616, 2.11, 17, 23 (729) 2.91.75, 
21): „Repräsentant“. 

ke Bea Aa 3 u 2 A Es 
eine Gerade... r, y,2z sich“. 

S. 677, 2.17 v.u. (728, 2.13 v.u.): 
„gehörte‘“. 

>61, 2.11.15. I v.0.[028, 219, 
11, 8 v. u.): „des ersten‘; „ersten 
Raumes“; ‚zweiten Raumes‘. 

3:0679,.2.353. 19 2.02 (181, 2.1: 
„Developpablen“. 

S. 680, 2.12 v. u. 
schneiden‘. 

SEHBU.: 2.8, ya, (28, 
„gibt immerhin einen .. 
diese... Gleichung sich“. 
S. 681, 2.1 (732, 2.17): „sich schnei- 
den‘. 

9.68.22. 1m 12. 73 1vVm)% 
„wurden Malus’ mir damals unbekannte 
Betrachtungen“. 

9081, 2220.72 2. (732, 
„benachbarten“. 

8.681, 2.8 v. u. (733, 2.10): „be- 
nachbarten‘“. 

3.081,:.2. 4289. 5 1783, 2.148): 
„eindeutige‘ ; „selbstverständlicher- 
weise‘. 

S. 682, 2.14 (733, Z. 8 v. u.) fehlt: 
„von“. 


(727, 2.4 vu): 


(732, 2.5): „sich 


2. 9%.): 


.„ın dem 


2.4 v. u.): 
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S. 682, 2.14 v. u. (734, 2.5): „oder 
aber“. 

S. 683, 2.13 (734, 2.4 v. u.): „ein- 
eindeutige“. 

8. 683, 2.4 v. u. (785, 2.17 v. u.): 
„und in ihr bezeichnen“. 

S. 683, 2.2 v. u. (735, 2.15, 14 v. u.): 
„Komplex“ ; „Komplex“. 

S.684, 2.18, 17 v. u. (736, 2. 14f.) 
fehlt das zweite und dritte „aus“. 

S. 684, 7.11, 10 v. u. (736, 2.18 v.u.): 


„welcher alle einen Punkt sich 


als“. 

8.684, 2.6 v. u. (736, 2.14 v. u.) 
fehlt: „aus“. - 

8, 685, 2. 2, 3 (736, 2.7 v. u.): „Kom- 
plex‘‘; „Tangentenkomplex. 

S. 685, 2. 17 (737, 2. 11) fehlt: „von“. 


5085er (ar. 2107. ihre 
Punkte‘. 
8.085: 7.212 (998. 2.16). eine 


Brennkurve‘. 

8.085: 2.4 wu. (I, 29 vn): 
„sollen die“. 

S.686, 2.18 (738, 2.15): „sich in“. 

S.686, 2.24f. (738, 2.22f.): „wir 
eine‘; „ausnahmsweise“. 

5:687.2. 10. 11.1739 2. 115.1, R0m: 
plex“; „Komplex. 

8:07. 2.13 DPD v u 0038 213,12 
va Peonzip dürfen‘. 

9:597. 2.10 E09 Dr 
„Jedenfalls andeuten”. 

a VA EN RR 
„daß dementsprechend... F=0 sich 
in M“. 

S. 688, 72.19 (740, Z. 20) fehlt: „aus“. 

8.688, 2.3 v. u. (40, 2.3 v. u): 
„nachträglich zu betonen“. 


XVu. 


Die Einteilung der drei Kapitel in 
die, Nrn. 1—56, 1—61, 1—33 ist neu. 
Die beim ersten Abdrucke hinzugefügten 
Erläuterungen sind hier weggelassen. 

8.692, 2.4 v. u. (196, 2.4 v. u.): 
„weil die 00°? Elemente sich“. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S. 694, 2.14 v. u. (198, 2.20 v. u.): 
„aber einige“. 

S.696, 2.4 (199, 2.7 v. u.) fehlt: 
‚von‘. 

S. 696, 2.9 (199, 2.2 v. u.): „Kon- 
stante‘“. 

S. 697, 2. 16 (201, 2. 2): (2) statt: (1). 

S. 698, 2.3, 6 (201, 2.15, 12 v. u.): 
„beliebig gewählte‘ ; ‚Element‘. 

S.698, 2.18 (202, Z.1): „zwischen 
ihnen‘. 

S. 698, 2.8 v. u. (202, 2.10) fehlt: 
„von“ 

S. 698, 2.5, 4 v. u. (202, 2.12, 13): 
„beliebig gegebene“; „ausnahms- 
weise“. 

S. 699, 2.15 v. u. (202, Z.2,1v.u.): 
„Beweisgang ein verschiedener“. 

S. 699, 2.10, 9 v. u. (208, Z. 4£.): „‚der 
an... Mangel nicht leidet‘. 

S.700, Z.1 v. u. (204, 2.15) fehlt: 
„von“. 

Seat: 2 10 (0nd m ss u 
wäre“. 

8.701.214. 15.0204 2 ii vw. u): 
„ist, indem 2... Veränderliche“. 

8.706 2.1977208. 24.8.0.) 5,207 
ordnen soll“. 

Sour Zu, IL x.00008 23 u. 
„daß die fünf... sich weder‘. 

8.702, Z.4 v. u. (206, 2.10): „Ver- 
änderliche‘‘. 

S.706.:%.18 ©. 0.0209, 2.7 9..u): 
„Satz“. 

S. 707, Z.4 (210, Z. 12) fehlt: „von“. 

3. 708.2. 361: (211, 2.36, 5 v.u% 
„daß diejenigen... sich besser“. 

8, 709, 2.9,8v. u. (212, 2.5,4v.u.): 
„liefern daher... (11) uns eine“. 

8.712, 2. 15£ (215, 72.16.15 7.0): 
„ob die fünf... Relationen sich hin- 
sichtlich... lassen, indem es sich be- 
weisen läßt, daß“. 

9:912 2984 u 0b, ZW 
6v.u.): „wenn die Gleichungen ... sich 
nach“. 

S. 713, Z.16 (216, Z.13): „Null wer- 


‘“ 


den‘. 
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8.715, 2.9 (218, 2.8): „uns ent- 
deckte“. 

S.715, 2.14, 18 (218, 2.13, 17): 
„Punkt“ ; „sind daher 00°“. 

S,716, 2.3 (219, 2.2) fehlt: „von“. 

9:16,23. 2.219 AT V u): 
„Element“. 

8.717, 28 vu (20, 2.15 v. u): 
„oder aber‘. 

S.718, 2.18—20 (221, 2. 12—14): 
„Wenn wir auch die von uns... be- 
trachten, so fällt es uns‘. 

8. 721, 2.14 (223, 2.3 v. u.): „Ble- 
ment“. 

B.70r. 2.161. 12283, 21V .u,,294, 
2.1): „daß alle... Raumes sich der- 
art‘. 
8.721, 2.18 (224, Z.2): „zweier be- 
nachbarten‘“. 

S.721, 2.22 (224, 2.6) fehlt: „‚von‘. 

S.722, 2.16 (225, 2.2): „zu erhal- 
ten‘. 

5799. 25 A v0 (248 2. 1sl.t: 
„in einziger Weise‘. 

S. 726, 2.2 (228, Z. 10): „gaben wir“. 

S. 726, 2..16,15 v.u. (228, 2.10 v.u.): 
„während aber... Beziehung sich“. 

3,126. 2.10 v0. 083.0 u 
„das Umgekehrte sich nicht“. 

S. 728, 2.2 (230, Z. 6£.): „unter ihnen 
finden“. 

S.728, 2.7 (230, 2.12): „(und un- 
seren)“. 

S.728, 2.13 v. u. (230, 2.12 v. u.): 
„evident, indem‘. 

8.729, 2.7 (2831, 2.7): „somit. als’“. 

3.132..2.12 (238.749 u). fur 
unsere‘. 

8.738, 2.12 v. u. (235, 2.10): „oder 
aber‘. 

8.733, 2.4, 3 v. u. (285, 2.18£.): 
„daß eine Punkttransformation sich“. 

8.735, 2.17 (236, 2.5 v. u.): „wäh- 
rend die... 2,y,2z sich“. 

S. 736, 2.8, 10 (237, 2.22, 24): „er- 
lauben wir uns‘ ; „von uns“. 

8.736, 2.11 v. u. (237, 2.6 v. u.): 
„öffnete“. 
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S. 736, 2.4 v, u. (238, 2.1): „dar- 
stellen, indem‘. 

S. 737, 2.9, 10, 11, 13 (238, 2.12, 13, 
14,16): „‚2-Ordinate‘; „Wenn wir den“; 
„wir also gleichzeitig‘; „Bestimmung 
von Geraden“. 

8:79, 2.1 u. 28 AI U u): 
„soweit uns“. 

8. 737, 2.9 v. u. (238, 2.8 v. u.): 
„ausführen will“. 

S.738, 2.5 (239, 2.5): „über, den 
man“. 

S. 738, 2.18 (239, 2.18): „von uns“. 

S.738, 2.23 (239, 2.23): ‚„Transfor- 
mation klarstellt‘“. 

5.738 22T v U 2839.2 10%. u): 
„oder aber‘. 

3: 740, 2.31.0040. 2.6..5 v2 
„Raume, während ihre... Darstellung 
eine neue Form erhält“. 

S.741, 2.19—22, 24f., 28, 33 (242, 
7,9-11,.14 T7,.21):. Wir glauben; 
„daß wir für‘; „geleistet haben‘ ; „‚Bei 
unseren‘. — „Durch unsere‘. — ‚‚be- 
gründeten wir‘. — „versuchten wir”. 

4 AD IN US Aare, 
4f., 7 (242, 7.23, 25, 26f., 30f.; 33): 
„Wenn wir aber... legen, daß bei 
uns“. — ‚so glauben wir doch‘. — 
„daß wir uns in ... anschließen: wir 
werden‘‘. — ‚„‚bei unseren... sie in unse- 
ren‘. — „von uns her“. 

S. 742, 2.14, 17 (243, 2.2, 5): „hin- 
aus, daß die... sich als‘. 

S. 742, 2.10 v.u. (243, 2.14): „daß 
die... Flächen sich von“. 

S.742, 2.5 v. u. (243, 2.19) fehlt: 
„von“. 

S.742, 2.2 v. u. (243, 2.22): „Ele- 
ment‘. 

S.745, 2.19,17,16v.u. (246, 2.3, 5): 
„daß r,,s; und t, sich“; „die sich osku- 
lieren“ ... „die sich ebenfalls‘. 

S.745, 2.2 v. u. (%46, 2.7 v. u): 
„unseren Vorgängern“. 

S. 746, 2.6 v. u. (246, 2.5 v.u.): ‚von 
uns her“, 
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8.746, 2.11 v.u., 8. 747, 2. 6t. (247, 
2.11, 20, 21): „oder aber“. 

8.747, 2.12 (247, 2.11 v.u): „N 
sich auf“. 

5.749, 2.17, 20 (249, 2.12, 9 v. u.): 
„oder aber‘; „ausnahmsweise“, 

8.749, 2.6 v. u. (250, Z.5): „Theo- 
rem‘. 
8. 751, 2.10f. (251, .2. 17, 16 v. u.): 
„sind, indem die... Ausdrücke sich“, 

8.751, 2.10 v. u. (251, Z1v.u.): 
„Gesetz‘‘. 

8.751, 2.9 v. u. (252, 27.1): ‚und 
ihre“. 

8.701,.2.5, Av.u. (252, 2.5): „Aus- 
druck“. 

8.752, 2.7 (252, Z.14): „die sich‘. 

8.299.710: ya. (253, 2.13 v. u.): 
„könnenalle‘. 

8.754, 2.13f. (254, Z.9): „finden 
sich‘. 

8.754, 2.21f. (254, 2.16f.): „und 
ihr Umhüllungsgebilde ... sind daher 


alle“. 

5.755, 2.6 (254, 2.2 v.u.): „‚die alle“. 

3.755, 2.11 (255, 2.4): „die alle“. 

3:791,2.12, 11 ©. .0.1897, 2. Io 
„durch unsere“. 

3: 798, 2.98.1957. 7.0 vu): daß 
die... Funktionen sich“. 

5.758, 2.16 (258, 2.2): „unseren 
allgemeinen‘. 


5.758, 2.13 v. u. (258, Z. 12) fehlen 
115,6: 

8.759, 2.4. (258, 2.13, 
„Beweis‘; „und ihre‘. 

5.759, 2.16 (258, 2.2 v. u.): „daß 
der Verein e sich‘. 

8.759, 2.16 v. u. (259, 2.6): „sind 
ihre reziproken‘“. 

B. 764, 2.10 4950, 2.10.. 110.2. U. 
„beliebig gegebenen‘. 

S. 761, 2.9 (260, Z. 17) fehlt: „einen“. 

S. 761, 2.3 v.u. (261, Z.4) fehlt: 
en I 

S. 763, 2.2,1v.u. (262, 2.4,8v. 1): 
„Punkte), die ja durch eine... 
o(P1,;n)=0 dargestellt werden‘. 


1 A 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S. 764, 2.13 v. u. (263, Z.21 v. u.): 
„Formeln x mit y und p“. 

5.765, 2.6f. (263, 2.3, 2 v. u.): 
„Verbesserung unsrer . erreichten 
wir ....,indem wir‘, 

S. 765, 2.10 (264, Z. 2): „‚einführten. 
ren, 

S. 765, 2.3 v. u., 8.766, 2.2 (264, 
2.13, 10 v. u.): „veröffentlichten wir“ = 
„und gaben‘. 

8.767, 2.12 (265, Z.9 v. u.) fehlt: 
sn. 

3.767, 2.17 (265, 2.4 v. u.): „Da 
nun“, 

S. 769, 2. 1f. (267, Z. 8): „zum folgen- 
den“. 

S. 769, 2.14 (267, 2.20): „ihren In- 
tegralgebilden‘“. 

5.769, 2.8 v. u. (267, 2.4 v. u.): 
„die sich ja folgendermaßen“. 

3-169,.2. 5vaı. DOT Z 2 vu 
268, 2.2): „In ganz analoger Weise 
verifiziert man, daß die Gleichung: 
2’— 2zyq=y mit der willkürlichen 
Konstanten y eine zweite intermediäre 
Integralgleichung darstellt. Da nun 
überdies die beiden Funktionen‘. 

Diese Behauptung beruht auf einem 
Versehen. 

3.771, 2.14 v. u. (270, Z. 2): „besten 
zuerst, ob‘. 

3:.112,2, 14.25.02 Z0y 
271, 2.7): „oder aber“. 

119, 2.7,6 v.u.(972,.2.1): ‚wer- 
den. Sie besitzen sämtlich eine“. 

S. 773, 2.3, 2 v. u. (272, 2. 4f.): „daß 
ein bestimmtes Umhüllungsgebilde“. 

8.774, 2.31. (272, 7. 9f.): „gleich- 
zeitig ihre Umhüllungsflächen bestimmt. 
WEN: SON. 

3.774, 2.8 (272, 2.14): „zugleich 
ihre‘. 

B: 714, 2.9 ©:u 99, 22 wi, 
„sind ihre nicht singulären“. 

5.775, 2.4 (273, 2.6): „Inbegriff“. 

S. 775, 2.16, 14 v. u. (273, 2.16, 14 
vu) ut gu)ir; + fol 
+ PR). 


Abhandlung XVII 


8: 776) 2:57:24, 23: V: u): 
„und sie ist demnach“. 

8. 771, 2. 3 UV. u 8%, 2.18f.): 
„Um sie vollständig zu bestimmen‘. 

S.779, 2.1 (276, 2.16 v. u.): „be- 
wiesen, daß“. 

3.779, 2.3 v. u. (277, 2.18): „aus 
ihnen“. 

8.779, 2.2, 1 v. u., 8.780, 2. 2 (277, 
Z. 19f., 22): (25) statt: (24°). 

S. 780, 2.15 (277, 2.3 v. u.): „inter- 
mediäre Differentialgleichung‘“. 

S. 784, Z.1 (281, 2.13): „Es frägt“. 

S. 785, 2.9, 7,6 v. u. (283, 2.3, 5f.): 
„Flächennormale‘. 

S.786, 2.4 (283, 2.17 v. u.): „Sie 
sagt aus‘. 

S.786, 2.2 v. u. (284, 2.13): „Flä- 
chenelement“. 

S. 788, 2.20 (285, Z.3 v. u.): „einer 
andern“. 

S. 788, 2.11 v.u. (286,2. 5): „Punkt“. 

8: 794, 2 DD v.u.’(292, 2.9 v.u: 
„Da 2, Yı2, sich.“ 

3.794, 2.13 v..u. 292, 2.2 v. u): 
„daß die Kurven k sowohl als‘. 

8.795, 2.14 v. u. (293, 2.3 v. u.) 
fehlt die Bezeichnung: (8). 


853 


S.798, 2.7 (296, Z.12): „der ersten 
Mongeschen“. 

S. 798, 2.9 (296, Z.14): „der zweiten“. 

S.799, 2.5 (297, 2.8): „so hat sie mit‘“. 

S.799, 2.12 (297, 2.15): ‚‚gemein, 
da aber K“. 

S. 803, Z. 18 (303, Z. 15): 
ment‘. 

S. 804, 2.13 (304, 2.15 v. u.): „Kur- 
venkomplex‘“. 

S.804, 2.17 v. u. (304, 2.7 v. u.): 
„Inbegriff“. 

S. 807, 2.4 (308, 2.14 v. u.): „Die 
Oo 

S. 807, 2.6 (308, 2.12 v. u.): „und 
die Flächen“. 

S. 807, 2.12 (308, 2.6 v. u.): „be- 
stimmt sind und die Integralkurven‘“. 

S.807, 2.14 (308, 2.4 v. u.): de: 
dy:dz statt: dX:dY:d2. 

S. 807, 2.15 v. u. (309, 2.2): w,, @,, 
@, statt: wy, wy, wz- 

S.807, 2.8 v. u. (309, 2.9): „aber 
anders geometrisch‘“. 

S. 809, 2.10 (310, 2.17 v. u.): „über 
in Flächenelementstreifen‘. 

S. 811, 2.4 (312, 2.12): „Es erübrigt 
noch zu bemerken“. 


’ ‚Ele- 


Anmerkungen. 


Zu Abhandlung I, S. 1—121. 


Diese große Abhandlung in den Annalen faßt die beiden Arbeiten XI und XII 
von Bd. I. dieser Ausgabe zusammen. Lie entsprach damit einem von Clebsch 
ausgesprochenen Wunsche (Brief F. Kleins vom 12.7. 1871). Daß in der nunmehr 
gewählten Überschrift die partiellen Differentialgleichungen erwähnt werden, scheint 
auf einer Anregung F. Kleins zu beruhen. Dieser schreibt nämlich am 29. 7. 1871: 
„Ich würde das Wort: ‚partielle Differentialgleichung‘ gern im Titel sehen.“ 

S. 3, 2.16—18. Vgl. Bd. Id. Ausg., S. 663f., wo gezeigt wird, auf welche Weise 
Lie ursprünglich zu seiner Geradenkugeltransformation gelangt ist. 

S.4, Z.1v.u. In Bd. I, Abh. XI, S. 107, 2.1 v.u. verweist Lieauf Plücker, 
Bd. II, 2. Abt. S. 251ff. (Essen, 1831). 

S.5, 2.7—10. Bd. I, S. 678, Z. 6—10. 

3.7. 2 mu, Ebd 2. 18. 

S. 7—11. Ebd. Z. 14—18. 

S. 8, Gl. (2). Ebd. Z. 19f. Die damalige Gl. (4) ist jetzt (2). 

S8.8,2.3 v.u.—9, 2.6. Ebd. 2. 24—26. 

S. 9, Nr. 8. Stillschweigend wird vorausgesetzt, daß D, keine lineare Diffe- 
rentialgleichung und daß die Schar der Kurven c von der der Charakteristiken ver- 
schieden ist. 

Die Rechnungen Bd. I, S. 113f. sind hier durch begriffliche Betrachtungen er- 
setzt. Die Verallgemeinerung Z. 7—5 v. u. ist neu. 

Man kann nicht umhin, sich zu fragen, wie Lie zu diesem merkwürdigen Satze 
gekommen sein mag. Um darüber ins klare zu kommen, beachten wir, daß es sich 
um eine Beziehung handelt, in der die Integralflächen einer nicht linearen partiellen 
Differentialgleichung 1.0. F—= 0 zu einem Kurvenkomplexe stehen, der die zu 
F = 0 gehörige Mongesche Gleichung befriedigt, der aber nicht von den 00° charak- 
teristischen Kurven von F — 0 gebildet wird. Wir können diese Beziehung auf eine 
gegenüber Berührungstransformationen invariante Form bringen. Eine Fläche und 
eine sie dreipunktig berührende Kurve sind nämlich zwei Vereine von oo? Flächen- 
elementen, die zwei unendlich benachbarte Flächenelemente gemein haben. Dabei 
liegen diese beiden Flächenelemente selbstverständlich vereinigt. 

Andererseits lag es Lie nahe, zu untersuchen, wie sich die Gleichung F = 0 
bei der Berührungstransformation verhält, welche die Kurven des Komplexes in die 
Punkte überführt ($ 4, S. 11ff.; Nr. 18, S. 18f.). Da der Komplex nicht aus den cha- 
rakteristischen Kurven von F = 0 besteht, geht F = 0 in eine neue, nicht lineare 
Gleichung ® — 0 über. Jede Integralfläche von ®—= 0 berührt in jedem ihrer Punkte 
den zu B—= 0 gehörigen Mongeschen Kegel und hat infolgedessen mit jedem 
solchen Punkte, wenn dieser als Verein aufgefaßt wird, zwei unendlich benachbarte, 
vereinigt liegende Flächenelemente gemein. Hierin liegt die auf S.9 im ersten Ab- 
satze von Nr. 8 aufgestellte Behauptung, und ich möchte glauben, daß Lie gerade 
auf dem eben angegebenen Wege zu dieser Behauptung gelangt ist. 

Es hat ferner jede durch einen Punkt gehende Kurve mit diesem Punkte 
oo! Flächenelemente gemein und also sogar oo! Paare von je zwei unendlich benach- 
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barten Flächenelementen. Dagegen hat eine Fläche, wenn sie nicht Integralfläche 
der nichtlinearen partiellen Differentialgleichung 1. O0. ® = 0 ist, mit jedem auf 
ihr liegenden Punkte von allgemeiner Lage nur ein Flächenelement gemein, nicht 
zwei unendlich benachbarte. Führen wir daher die vorhin erwähnte Berührungs- 
transformation in umgekehrter Richtung aus, so erhalten wir, den sämtlichen 
Kurven entsprechend, den Inbegriff aller Flächen, die von je oo! Komplexkurven 
erzeugt sind. Dieser Inbegriff umfaßt dann lauter Flächen, die in jedem ihrer Punkte 
mit einer hindurchgehenden Komplexkurve zwei unendlich benachbarte Flächen- 
elemente gemein haben, und zwar sind das alle Flächen dieser Art, die es außer den 
Integralflächen von F = 0 gibt. Sollte nicht Lie durch diese Betrachtungen auf die 
Differentialgleichungen D, in Nr. 9, $.9f. und auf deren Eigenschaften geführt 
worden sein ? 

S.9,2.4u.3v.u., 8. 10, Z. 1—10 v. 0., 3—1 v. u. Bd. I, 5. 678, 2.195 v.u. 
Man findet die Lieschen Betrachtungen ausführlicher dargestellt bei Goursat, 
Lecons sur l’integration des equations aux derivees partielles du second ordre ä 
deux variables ind&pendantes, Bd. I (Paris 1896), S. 1—-7. Es erscheint aber an- 
gezeigt, die Form der Gleichung D, genau festzustellen, was auch bei Goursat 
nicht gemacht wird. 

Die Entwickelungen Bd. I, 8.678, 2.19—5 v.u. bleiben auch dann noch gültig, 
wenn die Mongesche Gleichung [1] linear ist. Wir schließen daher diesen Fall zu- 
nächst nicht aus. Da y’ = N die Auflösung von p= w—.qy' ist, so wird, wie 
man leicht sieht: 

[5] N, —NN,=°, 


eine Gleichung, die für die Funktion N charakteristisch ist. In unserem Falle ver- 
schwindet weder N,noch N, Ferner wird: 


[6] (—w,)d=w,+ yw,+t ww,+ M. 
Man findet nun, wenn man die Veränderliche p als Funktion von x, y, 2, q, y’ auffaßt: 
I=N,Dd 0=-N,D + NS N. HF N =: 
woraus: p,= —N und: 
= Wr —4= + u RE. ya 
Pyr = Wyr SEENGs Dr Dr an N,’ Wi —— Pu — N,’ 
Demnach kommt aus [6]: 
7] 8—= N,+ PN,+N(N,+qN)—MN,,. 


Da ® bei der Substitution: p= w—.qy’ von q frei werden muß, und da 
insbesondere p+ qN = w(z, y, z, y') von vornherein diese Eigenschaft besitzt, so 
erhalten wir: 


0=9,—Nd, = Na N Not NN N ND)t Pt aN)N,a — NND) — 
— M(Nga — N Na2) — N) (M, —- NM,), 

was durch Benutzung von [5] die Gleichungen: 

[8] = M,—NM,. 9, —Nd,= 0 

liefert. Aus diesen aber ergibt sich für M und N die Bedingung: 

[9] Mga--2NM,a+ N’ Mn. 


Demnach lisfert jeder Kurvenkomplex [1], [2] eine partielle Differentialglei- 
chung 2.0. [4], wo N, das p und q beide enthält, die Gleichung [5] befriedigt, 
M aber die Gleichung [9]. Die Gleichung [4] ist die Liesche D,. 
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Wenn umgekehrt N sowohl p als q enthält und [5] befriedigt, während außer- 
dem [9] erfüllt ist, so ist [4] eine Differentialgleichung D,, die in dem hier betrachte- 
ten Sinne zu einem-gewissen Kurvenkomplexe gehört. Man erhält nämlich durch 
Auflösung von y’ —= N eine Gleichung von der Form: p= w(z, y, 2, y') — qy', und 
es wird 9—= M,— NM, bei der Substitution: p= w—.qy’ von q frei. Die Diffe- 
rentialgleichungen des Kurvenkomplexes werden: 2’ —= w, y" —d. 

Ist der Kurvenkomplex ein Linienkomplex, so ist = 0 und w,+ y’w, 
+ ww, = 0, also kommt aus [6] sofort M = 0 und aus [7] die Bedingung: 


[7°] N,+ PN, + N(N, + 4N)=0. 


Mithin gehört, wie man sofort erkennt, die Gleichung: r+ 2Ns+ N°®t= (0 dann 
und nur dann zu einem Linienkomplexe, wenn [5] und [7’] beide erfüllt sind. 

Ist der Kurvenkomplex [1], [2] zwar kein Linienkomplex, besitzt aber die 
Mongesche Gleichung [1] 00° geradlinige Integralkurven, so ist: w„+ y’w, 
+ww,=0, also: 9=— MN, und somit: 


[9] M=NM,—MN,. 


Die Gleichungen [5] und [9] sagen aus, daß [4] zu einem Kurvenkomplexe [1], 
[2] gehört, dessen Mongesche Gleichung diese Eigenschaft besitzt, und der durch 
= — MN, bestimmt ist. 

Aus [5] folgt, daß N, wenn es nicht p und q beide enthält, von beiden frei ist. 
Die zweite Möglichkeit n bisher nicht aufgetreten. Sie entspricht dem Falle, daß 
der Kurvenkomplex eine von 2’ freie Mongesche Gleichung: y’ = a(z, y, 2) be- 
friedigt, und kann daher nötigenfalls durch Vertauschung von y und z vermieden 
werden. 

Es ist begrifflich klar, daß jede Fläche, die oo! Komplexkurven enthält, eine 
Integralfläche von [4] ist. Man kann sich aber leicht auch durch Rechnung davon 
überzeugen. Denkt man sich nämlich die drei Parameter der allgemeinen Komplex- 
kurve als Funktionen einer Veränderlichen u, so werden y und z Funktionen von 
x und u, und man erhält eine Fläche. Es besteht nun die Gleichung: 2’ —= p+ qy =w, 
aus der durch partielle Differentiation nach x [3] folgt und dann durch Elimination 
von y' die Gleichung [4]. Diese wird also von der betrachteten Fläche erfüllt. 

Ist andrerseits eine beliebige Fläche: 2—= f(x, y) vorgelegt, so bestimmt die 

Gleichung: w—= p-+ qy’ eine auf dieser Fläche liegende Schar von oo! Kurven, die 
der Mongese :hen Gleichung [1] genügen. Wenn ı nicht linear ist, gehen durch 
jeden Punkt der Fläche mindestens zwei Kurven der Schar. Ist nun z—= f(x, y) ins- 
besondere eine Integralfläche von [4], so betrachten wir zunächst den Fall, daß die 
auf der Fläche gebildete Gleichung w= p-+ qy' für y' keine Doppelwurzel besitzt. 
Dann ist y’ = N eine ‚Auflösung dr Gleichung nach y’, und N wird bei der Sub- 
stitution p—= w— qy’ identisch gleich y’. Die G leichung [4], der unsere Fläche ge- 
nügt, verwandelt sich daher bei derselben Substitution in [3, 2], während die Glei- 
chung [3,1] der Substitution durch Differentiation nach x eine Gleichung liefert, 
die y’—=®# nach sich zieht. Die auf unserer Intgeralfläche liegende Kurvenschar 
besteht daher aus Kurven des Komplexes [1], [2]. 

Ist ww nicht linear in y’, und ist die Integralfläche z= f(x, y) von [4] so be- 
schaffen, daß die auf ihr gebildete Gleichung: w—= p+ qy’ für y' eine Doppelwurzel 
hat, so befriedigt diese die Gleichung: w,, = q. Die Gleichungen: 


[10] pP=w— yuy, RR 


liefern dann durch Elimination von y’ eine nichtlineare partielle Differential- 
gleichung 1. O.: 


[11] p=0(z, y, 2,9): 


Kurvenkomplex und partielle Differentialgleichungen 857 


die von unserer Integralfläche ebenfalls befriedigt wird. Das ist die von Lie mit 
D, bezeichnete Gleichung. 

Ist andererseits z—= f(z, y) eine Integralfläche von [11], so kann man wegen 
[10] auf dieser Fläche y’ als Funktion von z, y betrachten und erhält aus [10]: 


r=wt pw — Y Way Plz) — YUyy dr, 
SE Up t Plyt Wyyde 
nebst zwei ähnlichen Gleichungen für s und t. Es wird daher: 
[12] r+sy=w+tpw, s+tty=uw,+ qu, 


und somit: 


r+2sy+ty?=w,+ yw,+ wuw,, 


sodaß, wegen [10], die Gleichung [3, 2] erfüllt ist. Da [11] gilt, liefert der aus [10] 
folgende Wert von y’ eine Doppelwurzel von [3, 1). die vermöge [11] gleich N wird. 
Da endlich [4] aus [3, 2] durch die Substitution: y’—= N hervorgeht, befriedigen die 
Integralflächen von [11] zugleich die Gleichung [4]. 

Demnach ist die D, ein Integral 1. O. von [4], und man sieht hier unmittelbar, 
daß sie ein singuläres Integral ist, weil nämlich für sie zwei im allgemeinen ver- 
schiedene Werte von N zusammenfallen (S. 10, Z. 4—9). Sie ist offenbar das einzige 
singuläre Integral (S. 10, Z. 9f.). 

Aus [10] folgt [11], also wird die Gleichung: 


[13] w— yu,—&(T, Y, 2,9) 


bei der Substitution: qg—= w,, zu einer Identität. Durch Differentiation nach y’ folgt 
hieraus: 
[14] Ya Ce 


da w,,,, nicht verschwindet; das heißt, [14] ist eine Auflösung von q— w,, nach y'. 
Ferner wird wegen [10] und [11]: 


[15] w(2,y,2,y)=0a—ga,.- 
Aus [14] ergibt sich: 
Kat Ragliary = 0 
und aus [15]: 
WR. — ggg — I &galryı = Rx 
demnach überhaupt: 
[16] wi, Wi, W=& 
und wegen [12] und [11]: 
i dp dq 
17 —— E a Oz. 
[117] JE =0,+00,, I: Wr 
Diese Gleichungen, zusammen mit: 
dy dz 
[18] = = 


definieren auf der Integralfläche z= f(x, y) die charakteristischen Streifen der 
Gleichung [11], und damit eine Schar von oo! Kurven, welche die Mongesche 
Gleichung 2’= w auf der gemeinsamen Integralfläche der beiden Gleichungen [4] 
und [11] bestimmt. 

Endlich erinnern wir uns, daß durch jeden Punkt unserer Integralfläche 
2= f(x, y)eine Komplexkurve, also eine Integralkurve des Systems [1], [2] hindurch- 
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geht, welche mit der Fläche drei zusammenfallende Punkte gemein hat. Es ist klar, 
daß diese Komplexkurve in dem betreffenden Punkte die durch den Punkt gehende 
und auf der Fläche liegende charakteristische Kurve von [11] berührt. 

Besteht der Komplex [1], [2] aus den charakteristischen Kurven von [11], so 
sind die Integralflächen des singulären Integrals [11] in dem allgemeinen Integrale 
von [4] enthalten. Tritt dieser besondere Fall nicht ein, so wird jede Integralfläche 
von [11] in jedem ihrer Punkte von zwei zusammenfallenden Komplexkurven be- 
rührt, woraus sich von neuem ergibt, daß sie von der Komplexkurve dreipunktig 
berührt wird (8. 9, Nr. 8). 

Es ist wohl nicht nötig, darauf einzugehen, wie sich das alles gestaltet, wenn 
w linear in y/ ist. 

Man vgl. übrigens auch Abh. XVII, 5. 802—804. 

S. 10, Z.19—28. Die Gleichung f = 0 darf nicht linear in dx, dy, dz sein. In 
Bd. I, S. 113, Z. 1ff. ist die Aufgabe etwas anders gefaßt. Man kann zweifeln, ob 
die jetzige Fassung wirklich vorzuziehen ist. Zu bemerken ist noch, daß die Aufgabe 
keine Lösung besitzt, wenn der Komplex aus den charakteristischen Kurven einer 
partiellen Differentialgleichung 1. O. besteht. Man könnte allerdings in diesem Falle 
jede charakteristische Kurve oo! Mal zählen, weil sie in jedem ihrer oo! Punkte 
die gestellte Forderung erfüllt. 

S.10. Korollar. Den Fall, daß der Linienkomplex der tetraedrale ist, hatte 
Lie schon 1870 behandelt (Bd. I, S. 85, Z. 10—7 v. u. und die Anm. dazu, S. 658). 

Man beachte, daß auch dieses Korollar anders gefaßt ist als das auf S. 116 von 
Bd. I. Vgl. die vorhergehende Anmerkung. 

S.11,2.2,1 v.u. Diese Anm. ist neu. Vgl. S. 49 Anm. — In dem ersten noch 
vorhandenen Briefe von Darboux, der wohl im Sept. 1871 geschrieben ist, heißt es: 

„Pour les lignes asymptotiques qui sont caracteristiques, je ne souviens plus 
de vous en avoir parl& dans tous les cas, c’est un resultat, auquel vous &tes arrive 
de votre cote. Ce n'est pas la pene de me citer. 

.11, 2. 9—11. Vgl. Bd. 1, S. 639, 2.18. 

11, 2. 18—21. Ebd. S. 679, 2. 21—283. 

11, Z. 22—27. Ebd. S. 679, 2. 24—680, 2.9. 

19,2: 14-11 win. Ebd, 8.080, 2.15- 39. 

.12, 2.4, 3 v.u., 13, Z. 1—4. Ebd. Z. 31—33. 

.13, 2. 16—20. Ebd. 2.17—8 v. u. 

. 13f., Nr. 13 entspricht Bd. I, S. 119f., Nr. 12. Der Satz S. 119, 7.17—12v.u. 
ist jetzt an das Ende der Nr. gestellt. 

9:34: 247. u. Vgl .B0.L 98.119, 26 71V. 0% 080, DER AN. 120802 
7.2516 v. u. Ich habe inzwischen bemerkt, daß P. du Bois-Reymond in $ 16, 
S. 31f. seiner „Beiträge z. Interpret. d. part. Diffgl. m. 3 Var. (Leipzig 1864) von 
singulären Auflösungen der Gleichung: Ap+ Bq= 1 spricht. 

S. 14, Z. 17. Lie schreibt hier und auch sonst: „als reduktiblen Teil.“ Vgl. 
Bd. |], S. 680, 2.3—1 v. u. 

S.14, 2.18 v.0.—5. v.u. Vgl. Bd. I, S. 681f. 

S. 15, Z. 11—13. Vgl. S. 21ff. 

S. 15, $5 und 17, $ 6. Die Reihenfolge der $$ 5 und 6, $. 121 und 125 von Ba. I 
ist jetzt vertauscht. 

S.16, 2.6 v. u. Die durch Elimination von p, q hervorgehenden Gleichungen 
werden dort nicht betrachtet, auch nicht die von Lie so genannte Plückersche 
Reziprozität. 

S.17, 2.2, 1 v.u. „Note sur une theorie generale et nouvelle des surfaces 
courbes‘“‘. Crelle 9, S. 124—134 (1832); Ges. Abh. Bd. I (1895), S. 224—235. 

8.17, 2.5. Bd. 1, S. 682, 2. 14—16. 

S.17,2.4,3v.u., 18, Z.1—3. Ebd. $. 682, 2. 17—20. 
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$. 18, Nr. 18. Ebd. $. 682, Z. 21—31. Die Transformation der Flächenelemente, 
die durch die Beziehung zwischen den beiden Kurvenkomplexen bestimmt wird, 
ist in der Umgebung eines Flächenelementes von allgemeiner Lage eindeutig um- 
kehrbar (Bd. I, 8. 681, Z. 3 v. u.). Aber für die Flächenelemente, die einen Komplex- 
kegel berühren, hört diese eindeutige Umkehrbarkeit auf. 

S. 18, Z. 7—1 v. u., 19, 2.8—6 v. u. Diese Anm. ist neu. Auf $S. 18, 2.2 v. u. 
sollte eigentlich stehen: „die mit je einem“. Ist die Transformation durch eine 
Gleichung: F (z, y,2, X, Y, Z) = 0 definiert, so wird sie durch die Gleichungen: 


(A) F=0, F,+pF, =, F,+qF, =, 
(B) Fx+ PFR=0, Fr+QFz=!0 


dargestellt, von denen die drei ersten (A) im allgemeinen X, Y, Z als mehrdeutige 
Funktionen von z, y, 2, p, q bestimmen, während die übrigen (B) jedem Wertsysteme 
X, Y, Z eindeutig bestimmte Werte von P, Q zuordnen. Ist daher F vom Grade n 
in x, y, z und vom Grade Nin X, Y, Z, so entsprechen jedem Elemente z, Y, 2, P, 9 
im allgemeinen M< N? assoziierte Elemente X, Y,Z, P, Q, während die Elemente 
z, y, 2, p, q zu je m <n? assoziiert sind. 

Sollen zwei assoziierte Elemente X, Y,Z, P,Q zusammenfallen, was nur für 
N > 1eintreten kann, so müssen die Gleichungen: 


(0) NFraX=0, I lfar+pFn)dX=0, DIlF,rt+tarmDdX=0 
und also auch die Gleichungen: 


: IF,xF;,x 'F,xF:x 
ee er 
Fr, FR = ip, F, 


ax 0: 


befriedigt werden können, ohne daß dX, dY,dZ alle drei verschwinden. Das zieht 
eine Gleichung zwischen x, y, 2, X, Y,Z allein nach sich, die so geschrieben werden 
kann: 

Fr Fır Fyx F.x| 


(E) Y xY vY zY u 
Fz F,z Fyz Fız 
ee 


Durch Elimination von X, Y,Z vermöge (A) ergibt sich eine Gleichung w (z, y, 2, P,9) 
— 0, oder es ergeben sich mehrere solche, und jede dieser Gleichungen bestimmt 
Elemente z, y, z, p, q, von der Art, daß ihnen assoziierte Elemente A N) 
entsprechen, unter denen zwei zusammenfallen. 
Die Gleichung (E) hat übrigens auch dann einen guten Sinn, wenn N —= 1 ist. 
Sie wird dann linear in X, Y, Z, und durch Elimination von X, Y, Z erhält man im 
allgemeinen eine Gleichung w(z, y, z, p, q)= 0. Jedes Element dieser Gleichung 
hat die Eigenschaft, daß sich die Berührungstransformation (A), (B) in seiner Um- 
gebung nicht regulär verhält. Das gilt freilich auch im Falle N > 1 für jedes Element, 
das eine Gleichung w = 0 befriedigt. | 
Da die Gleichung (E) in z, y, z, X, Y, Z symmetrisch gebaut ist, findet man 
sie offenbar wieder, wenn man im Falle n> 1 nach allen Elementen X, Y,Z, P,Q 
fragt, denen solche assoziierte Elemente x, y, z, p, q entsprechen, unter denen zwei 
zusammenfallen. Man erhält aus (E) durch Elimination von z, y, z eine oder mehrere 
Gleichungen Q(X, Y,Z, P, Q)= 0, die die Elemente dieser Art bestimmen. Eine 
solche Gleichung erhält man im allgemeinen auch für n= 1. 
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Ist nun z, %, 2, p, q irgend ein Element, das eine Gleichung w = 0 befriedigt, 
und X, Y,Z, P,Q ein ihm entsprechendes Element, so erfüllt dieses letztere offen- 
bar die Gleichung (E) und also auch eine der Gleichungen 2 — 0. Unsere Berüh- 
rungstransformation führt daher jede Gleichung w = 0 in eine Reihe von Gleichun- 
gen über, die alle zu den Gleichungen 2 = 0 gehören. . | 

Ohne auf alle Möglichkeiten einzugehen, erwähnen wir noch, daß man aus 
F=0, (D) und (E) durch Elimination von x, y, zim allgemeinen eine Mon gesche 
Gleichung® (X, Y,Z, dX :d4Y :dZ)= 0 erhält. Diese ist offenbar die Bedingung da- 
für, daß in dem Raume x, y, z die durch F — 0 bestimmten unendlich benachbarten 
Flächen X, Y,Zund X+dX,... einander berühren. Das Element X, y,2,p,q, das 
sie gemein haben, befriedigt augenscheinlich eine Gleichung w — 0. Innerhalb eines 
gewissen Bereiches besteht daher eine eindeutig umkehrbare Beziehung zwischen 
den Linienelementen von ®= 0 und den Elementen von w= 0. Da nun unsere 
Berührungstransformation die Elemente von w = 0 auf die einer Gleichung Q — 0 
abbildet, so kann man schließen, daß Q = 0 die zu ® = 0 gehörige partielle Diffe- 
rentialgleichung 1. O. ist. Ähnlich erhält man in x, y, z die Mongesche Gleichung, 
die zu w = 0 gehört. 

S.19, 2. 8—10. Bd. I, S. 682, 2. 12—6 v. u. 

S.19, 2.15—20. Ebd. 2.5—1v.u. 

S.19, 2. 13—9 v. u. Ebd. S. 683, Z. 1—6. 

S.19,2.5—1v. u. Diese Anm. ist neu. Was mit der Verweisung auf Abschn. III 
gemeint ist, muß man erraten. Vielleicht denkt Lie daran, daß dort in $ 15 die part. 
Diffgl. eines Linienkomplexes noch auf eine andere Form gebracht wird; durch die 
Geradenkugeltransformation geht sie nämlich über in eine Diffgl., auf deren Integral- 
flächen die Charakteristiken Krümmungslinien sind. 

S. 20, 2.1—7. Bd. I, S. 683, Z. 7—19. 

S. 20, Nr. 20, a. Diese Entwickelungen sind neu. Die hier unterdrückten Be- 
weise hat Lie erst in den Leipz. Ber. von 1897 auf $. 704—726 (d. Ausg. Bd. II, 
Abh. XV, $2, S. 666—675) ausgeführt. Vgl. auch Abh. XVII, S. 808-811. 

S. 20, 2. 7—4 v. u., 21, Z. 1—4. Bd. I, S. 683, 2. 23—25. In $ 77, S. 167 seines 
Buches zeigt du Bois-Reymond zwar, daß R, S, T linear gebrochene Funktionen 
von r, s, t, rt — s? werden, er bemerkt aber nicht, daß dasselbe von RT — S? gilt. 

Man vgl. auch hier Abh. XVII, S. 742—746. 


S. 21, Nr. 20, c ist neu. Vgl. Bd. I, S. 158. 

5.21: 2. 3,2 Eu. Bbd.8.008. 2.11. 

S. 22, 2.3—1 v. u. Die Anm. ist neu. Ebd. $. 683, 7.19 —16 v.u. 

S. 22, 2.6—4 v.u., 23, Z. 1—14. Ebd. S. 683, 2.15 v.u. 

S. 23, 2. 17—26. Ebd. 8. 683, 2.14 v. u.—684, 2.8. 

8. 23, 2.5—1 v.u. Ebd. S. 664, 2.18-—7 v.u. 

S. 24f., Nr. 23. Ebd. S. 129—131, Nr. 18 und S. 684, 2.9 v. u.—685, 2. 14. 
S. 24, 2.5—1 v. u. Diese Anm. ist neu. Bei geeigneter Wahl der Koordinaten 


kann das eindeutige Entsprechen durch eine Gleichung von der Form: y+ Y=0 
dargestellt werden. Dazu fügt man dann eine, sowohl in x, z als in X, Z lineare Glei- 
chung, deren Koeffizienten beliebige Funktionen von y und Y sind. 

S. 25, Gl. (1). Siehe Bd. I, $S. 131, Gl. (11) und S. 685, Z. 17—25. 

3.25, 2.7 v.u.—26, 2.2 v.o.,5,4v.u. Ebd. S. 685, Z. 26—85. Die Gl. [14] 
wird jetzt einfach: de + ydz—zdy= 0. 

S. 26, 2. 3—1 v. u. Ebd. 2. 14—12 v. u. 

S.26, 2.8—6 v.u. Ebd. 2.11, 10 v.u. 

S. 27, 2. 5£. Ebd. 2.94 v.u. 

8.27, 2.4—1v.u. Bd.1I, S.133, 2.3 v.u. spricht Lie von gewöhnlichen 
Singularitäten, d.h. von solchen, die gewöhnlich vorkommen. 

S. 27, 2. 11—6 v. u. Etwas anders gefaßt als Bd. I, S. 134, 2. 17—11 v.u. 
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S. 28, 2.10f. Bd. I, S. 134, Anm. 

S.28, Z.13f. Lie hat wohl mit Absicht hier eine andere Ausdrucksweise ge- 
wählt als im Falle a). In der Tat, die Fläche F wird im Raume r durch die Brenn- 
fläche der erwähnten Kongruenz abgebildet, und diese Brennfläche kann in zwei 
Flächen zerfallen, die reziproke Polaren sind in bezug auf den linearen Komplex in r. 
Dagegen ist bei b) die Linienfläche im allgemeinen unmittelbar das Bild der Kurve, 
denn diese Linienfläche ist im allgemeinen ihre eigene reziproke Polare. Nur wenn 
die Kurve n-ter O. eine Minimalkurve ist, liegt eine Ausnahme vor. Dann wird näm- 
lich die Linienfläche abwickelbar, da zwei unendlich benachbarten Punkten einer 
Minimalkurve in R zwei unendlich benachbarte einander schneidende Komplex- 
gerade in r entsprechen. Demnach wird die Kurve n-ter O. dann nicht bloß durch die 
Linienfläche abgebildet, sondern auch durch deren Rückkehrkante, die zu der Fläche 
reziprok polar ist. 

S. 28, 2.17. Vgl. Bd. I, S. 685, 2.11, 10 v.u. 

S.28, 2.7,6 v.u. Die durch einen Punkt von I, gehenden Komplexgeraden 
schneiden alle /, und bilden eine Linienfläche 1. O. Der betreffende Punkt und diese 
Linienfläche sind Bilder derselben Minimalgeraden. 

S.29, 2.18—11 v. u. Bd. I, S. 686, 2. 1—687, Z. 3. Zwei Gerade in r, die rezi- 
proke Polaren sind in bezug auf den linearen Komplex: r + o —= 0 stehen in den 


Beziehungen: 
8 a ee 


Sie werden in R durch dieselbe Kugel abgebildet. 

Die Formeln in Bd. I, S. 6866—689 ändern sich übrigens ein wenig, da in den 
Gl. (11), ebd. S. 131 nicht bloß A = B= 7 = 1 gesetzt, sondern auch der Faktor be- 
seitigt ist. Wir brauchen aber diese Änderungen nicht im einzelnen anzugeben. 

8.29, 2.3—1 v. u. Klein an Lie, Göttingen 25.2. 1871. Die Zuordnung 
zwischen den Geraden und den Kugeln ergibt sich einfach daraus, daß die Gl. (3), 
S. 29 eine Transformation darstellen, bei der die Bedingung für das Schneiden zweier 
Geraden in die für die Berührung zweier Kugeln übergeht. 

S.29, 4.8—4v.u., 30, Z2.1—3. Bd. I, S. 687f. 

S. 30, Nr. 28. Bd. I, S. 689, 2. 6—12. 

S. 30, 2.12—9 v. u. Ebd. $. 689, Z. 20—22. 

S.30, 2.7 v.u.—31, 2.3 ist neu. Die Verbindungslinie der beiden Scheitel 
gehört dem Komplexe H=0 an und wird durch den erwähnten Durchschnitts- 
punkt abgebildet. 

.31, 2. 8—11 ist neu. 

31, 2. 12—26. Bd. IS. 690, 2.4 v. u.—691, Z. 14. 

31, 2.12—9 v. u. Bd. I, S. 689, Z. 13—19. Der frühere Satz steht in Nr. 28. 
31, 2.8. v.u.—32, 2.3. Ebd. S. 689, 2. 23—27. 

32, 2. 4—17. Ebd. S. 689, 2.28 v.0.—1. v. u., 690, Z. 16—18. 

32, 4.16—12 v.u. Vgl. S. 29, 2. 8—4 v. u., 30, 2.1—3. 

.32, 2.11 v.u.—833, 2. 4. Bd. I, S. 690, Z. 21—26. 

.33, 2. 5—13. Ebd. S. 690, 2.27 v.o.—5v.u. 

Die Bemerkung auf 7. 11—13 ist neu. Sie folgt unmittelbar aus Bd. I, S. 687, 
2.6—2 v. u., 688, 2.1—9. 

8.33, 2.14 v.0.—8.v.u. Bd. I, S. 691, Z. 2636. Daß sich jeder Kreis des 
Raumes R in r als eine Fläche 2. O. abbildet, deren eine Schar von Erzeugenden aus 
Geraden des Komplexes H — 0 besteht, folgt auch aus $. 28, Nr. 26, b). Zugleich 
ergibt sich, daß jede Gerade von.R, die keine Minimalgerade ist, in r durch eine 
ebensolche Fläche abgebildet wird. Es entspricht das dem Falle, wo die gemeinsame 
Kongruenz der beiden linearen Komplexe I, — 0, 1,— 0 zwei zusammenfallende 
Leitlinien hat. Ist die Gerade eine Minimalgerade, so gehört diese doppeltzählende 
Leitlinie dem Komplexe H = 0 an, und die Fläche 2. O. artet aus in ein doppelt 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II 55 
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zählendes ebenes Büschel von Kormnplexgeraden. Man kann auch daran denken, daß 
durch jede Gerade, die keine Minimalgerade ist, zwei Minimalebenen gehen, denen 
in r zur x, y-Ebene parallele Gerade des Komplexes H—=0 entsprechen, 

S. 34f. Bd. I, S. 691, 2.14—12 v. u. 

S. 35, 2. 8-6 v. u. Ebd. 2.10 v. u.—S. 692, 2. 23. 

. 36, 2.5—1v. u. F. Klein berichtet darüber in seinen Ges. Abh. Bd. I, 8. 74. 
.36, 2.6 v.u. Bd. I, S. 665, 2.7—9. 

.87/28v.o.,2,1v.u. Ebd. S. 692, 2. 25f. 

. 37, 2. 12—16. Ebd. S. 90, 2.6 v.u., S. 665, 2. 1f. 

S. 37, 2.17—15 v. u. Ebd. S. 692, 2. 24—8 v.u. 

S. 37, Z2.15—12v.u. Esist der Mühe wert, das zu beweisen, ohne die Geraden- 
kugeltransformation zu benutzen. Wir gehen zu diesem Zwecke aus von dem linearen 
Komplexe: y= 124 m,z= mx + n, der durch die Pfaffsche Gleichung: dz + zdy 
—ydz—= 0 bestimmt ist und der jedem Punkte x, y, 2 das durch die Gleichungen: 
p = y, q= — 2 dargestellte Flächenelement x, y, 2, pP, q zuordnet. 

Eine beliebige in diesem Komplexe enthaltene Kongruenz: 


y=lı-+m, z=mıx-+ p(l, m) 
besitzt eine Brennfläche, zu deren Bestimmung wir die Gleichungen: 


zadli+-dm=V0, zdm + dpo= 0 


NnNNUn 


bilden müssen. Für dm: dl—= w erhalten wir daher eine Gleichung zweiten Grades: 
A) a — ma—g—d, 
und die Brennfläche selbst wird: 

= —-vw, y=m-—-lo, 2=9—mw. 


Die Tangentialebene an die Brennfläche in dem Punkte «, y, 2 oder I, m ergibt sich 
aus der Gleichung: 


dp — mdo — odm = — pdo + q(dm — Ida — wdl), 
in der dl, dm beliebig sind. Soll die Tangentialebene mit der durch den linearen Kom- 
plex bestimmten Ebene: p= y, 9=— % zusammenfallen, so muß: 
dp — mdo — wodm = — (m — lo)do + w(dm — ldo — vd) 


werden, also: 
dp — 2odm + w’dl=V0. 


Diese Gleichung aber zerlegt sich in die beiden 


(2) 9+t@=0, m—2e=0, 
die wegen (1) durch die eine: ; 
(3) 4p, Er Im“ =0 


ersetzt werden können. Durch (3) wird eine auf der Brennfläche liegende Haupt- 
tangentenkurve dargestellt. 

Unterwirft man I und m der Gleichung (3) und versteht man unter A einen 
Parameter, so liefern die Gleichungen: 


y—m+ lo=/A(z+o), 
| z2— 9 +mo=(m—lo+/o)(2 +) 


die 00? Geraden des linearen Komplexes, die durch die oo! Punkte der Haupttangen- 
tenkurve gehen. Zusammen mit den Geraden der Kongruenz sind das alle Tan- 
genten der Brennfläche, die dem linearen Komplexe angehören. 


(4) 
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S. 37, 2.9—5 v. u. Die vollständige Brennfläche der Kongruenz ist ihre eigene 
reziproke Polare in bezug auf den linearen Komplex; zerfällt sie in irreduzible Teile, 
so braucht keineswegs jeder einzelne dieser Teile für sich diese Eigenschaft zu be- 
sitzen. Im allgemeinen ist ja die reziproke Polare einer gegebenen irreduzibeln 
Fläche von dieser Fläche verschieden. 

S. 37, 2.4, 3v. u., 38, 2. 1—5. Man beachte, daß Lie in Bd. I, S. 145f. bloß 
Linienflächen betrachtet, die dem linearen Komplexe angehören, also nur den Sonder- 
fall, der hier auf Z. 9—13 als Satz ausgesprochen wird. Es ist erwünscht, auch 
den jetzigen allgemeinen Satz zu beweisen, ohne daß man die Geradenkugeltrans- 
formation heranzieht. 

Stellt man den linearen Komplex: dz+ zdy — ydı —= 0 durch die Gleichung: 
2 —z4+ zy’ — ya’ = 0 dar, so erhält man für die durch den Komplex bestimmte 
dualistische Transformation die Gleichungen: 


Ö) #=-4 Y-=p Z=2—-p—y, P=y d=-—.. 


Ist nun eine irreduzible!) Fläche: z— f(x, y) ihre eigene reziproke Polare, so ist sie 
sicher nicht abwickelbar, und da sie bei der Transformation (5) invariant bleibt, 
wird 2’ = f(r’, y’), sodaß eine Identität von der Form: 


(6) a y)= + vy+ Th Te) 
besteht. 

Andererseits werden die bei der Transformation (5) invarianten Flächen- 
elemente durch die Gleichungen: £+ q= 0, y—p=0 definiert, demnach be- 
stimmen die beiden Gleichungen: 


(7) | a a Fer 


alle auf der Fläche liegenden invarianten Flächenelemente. Aber aus der Identität 
(6) folgt, wenn man zwischen z und y die Beziehung: 2 + f,—= 0 festsetzt, die 


Gleichung: 
ey). — + Fe Te) 


die befriedigt wird, wenn man y = f, setzt. Also befriedigen alle Wertsysteme z, y, 
welche die eine Gleichung (7) erfüllen, im Allgemeinen auch die andere, das heißt, die 
Gleichungen (7) bestimmen auf unserer Fläche eine Kurve, längs deren die Flächen- 
elemente der Fläche unserem linearen Komplexe angehören. Das ist die Haupt- 
tangentenkurve, die nach Lie ohne Integration angegeben werden kann. 

Anders ist es, wenn man eine Fläche z= f(z, y) hat, die nicht mit ihrer rezi- 
proken Polaren z= e(z, y) zusammenfällt. Dann wird: 


(8) (2, y=ıh,+ yt a RE, 
und: 
(9) p(z, = TIP: + YyPy-t Eee Yy; 9.)- 


Die Punkte der Fläche z = f(x, y), deren Flächenelemente dem linearen Kom- 
plexe angehören, werden auch jetzt durch die Gleichungen (7) bestimmt, sie erfüllen 
aber wegen der Identität (8) die Gleichung: f(z, y) = p(z, y), die nur in Ausnahme- 
fällen die beiden Gleichungen (7) nach sich ziehen kann. Die Fläche 2= f(x, y) 
enthält daher im allgemeinen nur eine diskrete Anzahl solcher Flächenelemente, 
die dem linearen Komplexe angehören (S. 37, 2.7—5 v. u.). 

Im Kugelraume R entspricht einer solchen Fläche f eine Fläche F, die nur eine 
diskrete Anzahl von solchen im Endlichen liegenden Punkten enthält, deren Tan- 
gentialebenen Minimalebenen sind. Für F liefert also der Darbouxsche Satz keine 
im Endlichen liegende Krümmungslinie. 


1) In Z.1 von S.38 müßte eigentlich stehen: ‚eine irreduktible Fläche“. 
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Erwähnt muß noch werden, daß Lie später einen anderen besonderen Fall 
des allgemeinen Satzes S. 38, Z. 1—5 betrachtet, den Fall nämlich einer Linienfläche, 
die ihre eigene reziproke Polare in bezug auf einen linearen Komplex ist, ohne daß 
ihre Erzeugenden dem Komplexe angehören. Siehe S. 118, Anm. 2. 

S. 38, 2.9—13. Eine in unserem Komplexe enthaltene Regelfläche wird im all- 
gemeinen durch Gleichungen von der Form: 


(10) y=-9(m)e+m, z=ma+ (m) 
dargestellt, und ihre Tangentialebene ergibt sich aus: 


| m=p+y(m)g, 
lz+7(m)=(pmz+1)g. 


Soll diese dem Komplexe angehören, so muß p= y, g= — x werden, also, da die 
erste Gleichung von selbst erfüllt ist: 


(12) eo (m)? +22 +yY(m)=0. 


Damit ist eine Haupttangentenkurve gefunden, die im allgemeinen jede Erzeugende 
der Regelfläche in zwei verschiedenen Punkten schneidet. 

Lie behandelt den hier betrachteten Fall in der Geom. d. B.T. (1896), S. 234 
bis 237, merkwürdigerweise, ohne den allgemeineren Satz, hier S. 38, Z. 1-5, 
zu erwähnen. Er zeigt a. a. O., daß die Bestimmung der übrigen krummen Haupt- 
tangentenkurven der Regelfläche im allgemeinen nur eine Quadratur erfordert. 
Die Betrachtungen, die er macht, um das zu beweisen, muß er schon damals an- 
gestellt haben, als er die vorliegende Stelle in Bd. V der Annalen schrieb. In den 
Annalen heißt es nämlich (s. hier Z. 16 und 19): „der übrigen auf eine Quadratur“ 
und ‚nur von einer Quadratur‘‘. Das erste hat Clebsch nicht bewiesen, und das 
zweite ist daher auch keineswegs von vornherein klar. Es ist deshalb wohl anzu- 
nehmen, daß Lie hier ein Ergebnis, das er gefunden hatte, kurzerhand ausspricht, 
ohne auch nur zu erwähnen, daß es eines besonderen Beweises bedarf. Er verfährt 
also hier ähnlich wie in Bd. III d. Ausg. S. 193, Z. 9—11 und 194, 2. 8-6 v. u., 
vgl. ebd. S. 677, 2. 8-6 v. u., 678, Z. 1—3 und Bd. VI, S. 150, Nr. 3. 

S. 38, 2. 9—1 v. u. Diese Anmerkungen sind neu. Zur ersten vgl. Bd. I, 
Abh.X, S.100, zur zweiten Geom. d.B. T.S.310f. Cremonas Arbeit hat den Titel: 
„Rappresentazione di una classe di superficie gobbe sopra un piano, e determinazione 
delle lore curve assintotiche. Annali di Mat. Ser. II, Bd. I (1867—68), S. 248 
bis 258. Opere, Bd. II (1915), S. 409—419. 

Ss. 38, 2. 19—17 v. u., Bd. I, S. 692, 2. 3—1 v. u. 

S. 38, Z. 16—12 v. u. Ebd. S. 693, 2. 1f. 

S. 39, Z. 9—18. Vgl. ebd. Z. 5—15. Es erscheint angebracht, hier noch eine 
allgemeine Betrachtung anzustellen, die dem Leser den Übergang von den Trans- 
formationen des Kugelraumes zu denen des Geradenraumes erleichtern wird. 

Jede Berührungstransformation des Raumes X, Y, Z, die Kugeln in Kugeln 
überführt, erscheint in den Kugelkoordinaten X, Y, Z, H als eine Punkttransfor- 
mation, bei der die Bedingung: dX?+ dY?+ dZ? — dH?= 0 für die Berührung 
zweier unendlich benachbarter Kugeln invariant bleibt. Sie ist mit anderen Worten 
eine konforme Punkttransformation des Raumes: X, Y, Z, iH (Bd. I, Abh. XIII 
(1871), S. 226f.). Diese Punkttransformation führt man nun, indem man die Koordi- 
natentransformation, hier S. 29, (3), benutzt, in eine Transformation der Linien- 
koordinaten r, s, 0, o über, und diese liefert dann vermöge der Gleichungen S. 28, 2.1 
v. u. der geraden Linie die entsprechende projektive Transformation des Geraden- 


raumes. 


1) 
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Als Beispiel betrachten wir die infinitesimale Drehung: X=Yöc,ö Y=— Xöe, 
öZ= 0, die durch Hinzufügung von öÖH = 0 zu einer Transformation in Kugel- 
koordinaten wird. Wir finden: 


a= —todc, Öös=isdc, de=är=0 
und daraus: 
öz= —iröc, öy=0, 62—= —iz2öc. 


Wir haben damit analytische Formeln, die den geometrischen Betrachtungen S. 41, 


Z. 1—10 entsprechen. 
Ebenso liefert die infinitesimale Translation: 6X = öY = 0, 62 = ör in den 


Linienkoordinaten die folgende: öo = ös = 0, do = öt, ör—= — Ör und somit die 
infinitesimale projektive: 
Br— er 0r, Ur neh. 


Es ist das ein besonderer Fall der auf S. 40 angedeuteten, aber nicht im einzelnen 
ausgeführten Formeln. 

S.39, 2.15, 14 v. u. Siehe S. 43f. Die zweite reziproke Transformation wird 
in Abh. XI von Bd. Inoch nicht erwähnt, s. da S. 147, 2.15. 

S.40, 2.4—12, s. Bd. I, S. 147, 2. 9—5 v.u., 148, Z2.1—5, 693, 2. 18—25. 
Die unendlich ferne Gerade der x, y-Ebene wird jetzt als die Gerade Const. = 0 be- 
zeichnet. Diese Gl. stellt einen unter den linearen Komplexen $. 32, Gl. (2) dar, 
und zwar einen ausgearteten, der in den Bd.I, S. 687 eingeführten homogenen 
Linienkoordinaten durch die Gleichungen: u = 0, ra — so — 0 dargestellt wird und 
also aus allen Geraden besteht, die die Gerade: r=s=o=o=u=(, das heißt 
die unendlich ferne Gerade: 2= 0, t=0 der z, y-Ebene schneiden. So unschön 
Lies Ausdrucksweise ist, man muß sich wohl oder übel daran gewöhnen, daß 
Const. = 0 diesen linearen Komplex, oder diese Gerade bedeutet. 

.40, 2. 20. Bd. 1, S. 693, Z. 26—31. Jetzt wird übrigens d—= — a. 

40, 2. 3—1 v. u. Ebd. S. 693, 2. 20,19 v.u. 

41, 2. 4—10. Ebd. S. 149, 2. 5—8, S. 693, 2.18—5 v.u. 
.17—19. Ebd. S. 693, 2.4, 3 v.u. 
. 19—25. Ebd. $. 693, 2.2 v. u.—694, 2. 2. 
„2.6,5v.u. Bbd.».094.2.3- 7. 

42, 2. 3—T. Ebd. S. 694, 2. 8—10. 

42, 2. T7—14. Ebd. Z. 11—14. 

42, 2.15—43, Z. 4 ist im Vergleiche mit Bd. I, S. 150, 2.5 v. u.—151, Z. 19 
ganz verändert. Die Betrachtung der imaginären Developpabeln ist neu. 

S. 43, 2. 6f. Bd. I, S. 694, 2. 22£. 

8.43, 2. 17f. Ebd. Z. 151£. 

S. 43, 2.19—22. Jede dualistische Transformation, bei der der lineare Komplex 
H = 0 invariant bleibt, liefert in R eine Punkttransformation, bei der jede Kugel 
ihre Orientierung wechselt. Es sind das die konformen Punkttransformationen, bei 
denen alle Winkel ihren Sinn ändern. Versteht man unter der Transformation durch 
reziproke Radien die, bei der der Sinn aller Winkel erhalten bleibt, so muß man 
auf Z. 21f. sagen: „und einer Bewegung oder Umlegung‘“. 

S.43, 2.12—8 v.u. Bd. I, S. 694, 2.18—14v.u. Nur ist jett24A=2B=/=1. 

S.43, 2.7 v.u.—44, Z.14. Ebd. S. 693, Z. 16f., S. 694, Z. 29—695, Z.1v.u. 
Man beachte überdies hier S. 46, 2.2,1v.u. 

S. 44, 2.8—1 v. u. Diese Anm. ist neu. In Betracht kommt wohl nur die 
Möbiussche Abhandlung: ‚Über imaginäre Kreise“, Leipz. Ber., 1857, S. 38—48. 
Werke Bd. II (1886), S. 317—328. Dort wird ein Kreis mit reellem Mittelpunkte 
und rein imaginärem Halbmesser ir durch den reellen Punkt vertreten, der von 
dem Mittelpunkte den zur Kreisebene senkrechten Abstand r hat. 
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S. 44, 2.15 v.0.—9 v.u. ist neu. Zu Z. 18f. vgl. S. 31, Z. 21—26, zu Z. 21f. 
vgl. S. 34, Nr. 32a. Die „in dem bekannten Sinne‘ Q, zugeordnete Kugel ist die, 
welche mit Q, zusammen eines der acht Paare bildet. Daß die Kugeltransformation 
auf 7.12 v.u. eine Punkttransformation ist, liegt daran, daß die Geraden des Kom- 
plexes H = 0 gegenüber der hier betrachteten Fläche 2. Grades paarweise reziprok- 
polar sind. 

S.45, 7. 1-46, 7.5 und die beiden Anmerkungen sind neu. 

S. 45, Z. 12—15 links. Vgl. Th. d. Trfrgr. Bd. III, S. 248 Anm. 

S. 45, 20—18 v. u. So wie sie hier gefaßt ist, kann ich diese Bemerkung weder 
in Kleins gedruckten Arbeiten, noch in dessen Briefen an Lie finden. Sie folgt aber 
aus dem Kleinschen Satze, daß der Inbegriff aller projektiven und aller dualistischen 
Transformationen des Raumes zusammenfällt mit dem Inbegriffe aller der linearen 
homogenen Transformationen der Linienkoordinaten, welche die Plückersche 
Gleichung: PısPss + PasPıa + PaıPaı = 0 invariant lassen. Siehe die in Bd. V der 
Ann. auf die Liesche Abhandlung folgende Arbeit Kleins: ‚Über Liniengeometrie 
und metrische Geometrie‘, S. 100, Ges. Abh. Bd. I (1921), S. 111f. 

S.45, 2.3—1 v.u., 46, 7.17, 16 v.u. Man braucht das offenbar nur für die 
Transformationen von der Form: 


u) 
N. ( en n) d=1,...,n) 


n 
zu beweisen. Für diese wird aber: 


L.en El, 
Ita Sr=e Nu — wW:Iw'-Iw. 
ı ® 

S.46, Z.1-—4. Dieser Plan ist nicht zur Ausführung gekommen, wenn man 
nicht etwa Abh. XIIL und XVI von Bd. Ials Vorarbeiten dazu betrachten darf. 

S. 46, 7.5. Das Manuskript dieses ersten Teiles hat F. Klein am 16. 10. 1871 
in Göttingen erhalten. 

8.46, 2,1912 9:0. V9123.06, 2.1718 

S. 46, 2.96 v. u. Hier berichtigt Lie stillschweigend eine Behauptung, die 
er in Abh. XI von Bd. I. d. Ausg., 8. 151, Z. 20—23 aufgestellt hatte. Es ist aber 
nicht klar, was er mit der Zugrundelegung von Punktkoordinaten meint. Bei ihm 
ist ja die Geradenkugeltransformation einzweideutig, weil jeder Geraden eine Kugel, 
jeder Kugel aber zwei Gerade zugeordnet sind. Die Transformationen der Kugeln 
des Raumes R, die den projektiven und den dualistischen Transformationen von r 
entsprechen, werden infolgedessen sogar zweizweideutig, und es ist deshalb schwer, 
oder vielleicht unmöglich, festzustellen, daß ihr Inbegriff in zwei Scharen zerlegbar 
ist. Das wird anders, wenn man die Kugeln orientiert. Die Geradenkugeltransforma- 
tion wird dann eine eindeutig umkehrbare, sogar eine lineare homogene Trans- 
formation zwischen den Linienkoordinaten r, s, 0, 0, u, » und den Kugelkoordinaten 
%,9,3,T, U, 9, die in Bd. T auf S.687 benutzt werden. Diese Transformation wird 
durch die Gleichungen [20], [21] dargestellt. Nun bestimmt jede projektive und eben- 
so jede dualistische Transformation von r eine lineare homogene Transformation 
der Linienkoordinaten — das ist eine von Klein gemachte Bemerkung, s. hier 
2.9 —, vermöge [20], [21] erhält man daher jedesmal eine lineare homogene Trans- 
formation der Kugelkoordinaten. Die so gewonnenen Kugeltransformationen zer- 
fallen also in zwei getrennte Scharen, von denen die eine eine kontinuierliche Gruppe 
bildet (Bd. I, S. 694, 2. 17—21). 

Man sieht also, daß Lie berechtigt war, von linearen Kugeltransformationen 
zu sprechen (d. Ausg. Bd. I, Abh. XV1[1871], 5. 280 Anm.). Diese Kugeltransforma- 
tionen werden nämlich in den von ihm benutzten Kugelkoordinaten X, Y,Z, H, die 
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zugleich als Linienkoordinaten dienen können (hier S. 32f.), projektive Trans- 
formationen der fünf Größen: X, Y, Z, H, X?+ Y®+ Z?— H?. Nur sind diese 
Transformationen bei Lie noch nicht eindeutig bestimmt. 

S. 46, 2.5—1v. u. Vgl. Bd. I, S. 449, 3—1v.u., 8. 830. An der zweiten Stelle 
ist ein Versehen begangen; es darf nämlich nicht verlangt werden, daß das Bogen- 
element des sphärischen Bildes invariant bleibt, sondern nur, daß es konform trans- 
formiert, also bis auf einen Faktor reproduziert wird. Die Bedingungen, die durch 
Nullsetzen des Faktors von dx gewonnen sind, gelten auch jetzt noch, aber die a. a. OÖ. 
ausgeschlossenen charakteristischen Funktionen N) c,2;V, kommen jetzt wirklich 
noch hinzu, sodaß die auf Z. 20—24 angegebene Gruppe noch um die zugehörigen 
infinitesimalen Berührungstransformationen zu erweitern ist. Man erhält also eine 


Gruppe mit: Inn +1 +1+n= 4a + Dn+9+1 


Parametern, das heißt mit so viel Parametern, wie die Untergruppe der auf S. 774 
angegebenen Gruppe enthält, bei der eine Kugel invariant bleibt. Für n — 3 wird 
diese Untergruppe elfgliedrig, ihr entspricht also in r die elfgliedrige projektive 
Gruppe einer gewissen Geraden. Nun ist aber die siebengliedrige Gruppe der euklidi- 
schen Bewegungen und der Ähnlichkeitstransformationen in unserer elfgliedrigen 
Gruppe enthalten, und ihr entspricht im Raume r die siebengliedrige Gruppe aller 
projektiven Transformationen, die den linearen Komplex H = 0 und die Gerade 
z— 0,t—= Oinvariant lassen, also die Gerade, die von Lie mit Const. = 0 bezeichnet 
wird (hier $. 40, Z.4—12, S. 865). Damit ist Lies Behauptung, S. 46, 2.5—3v.u., 
bewiesen. 

Die Bonnetsche Transformation transformiert nach Bd. I, S. 695, G1. [32], [33] 
die Kugelkoordinaten N, Y,Z,H durch die Formeln: 


vooyay. Don nn 0.0 


also nach $. 29, Gl. (3) hier die Linienkoordinaten 2, s, o, r durch die Formeln: 


’ ’ ’ . ’ . 
a a A a 


4 


wo wir in (3) die oberen Vorzeichen gewählt haben. Führen wir hier nach Bd. I, 
S. 687 homogene Koordinaten ein, so erhalten wir die Transformationsgleichungen: 


4 ; ? 
e=x0o, !=xs, d=uir, ! = —xio, v=xu, V!=xw, 


die zeigen, daß die Gerade z= 0, t= 0 wirklich invariant bleibt. Damit ist auch 
S.46, 2.2, 1 v. u. hier bestätigt. 

S.46, Z.11. Wir nennen sie, wie schon in den Anmerkungen zu Bd.I, die 
Geradenkugeltransformation, eine Bezeichnung, die wohl zuerst von Study an- 
gewandt worden ist. 

S. 46, Z.20—18 v. u. und die ganze Seite 47 sind neu. 

S. 47, 2. 4—7. Diese Arbeit ist erst 1873 erschienen unter dem Titel: „Sur une 
classe remarquable de courbes et de surfaces algebriques et sur la theorie des imagi- 
naires‘‘, in zweiter Ausgabe Paris 1896. 

S.47,2.2,1v.u. Siehe $. 121, Z. 13—6 v. u. und die Anm. dazu, S 900. 

S.49, 2.3—1 v.u. Diese Anm. ist neu, vgl. die Anm. zu SELIE 7.922308 
S. 858, 2. 233—27. 

S.49, 2.16—5 v. u. Bd. I, S. 696, Z. 7—10. 

S. 50, 2.2. Ebd. 2. 11f. 

S. 50, 2.15. Ebd. 2. 13—15. 

S. 51, 2.13, 12 v. u. Ebd. Z. 16f. 

S.51, 2.3—1 v.u. Diese Anm. ist neu. In den Kleinschen Briefen kann ich 
nichts darüber finden. 
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S. 52, 2.1 v.0.—12v.u. sind neu. Zu Z. 1f. vgl. S.14, Anm. und die Anm. 
dazu, hier S. 858, Z. 17—14 v.u. 

Zu 2. 2—5 vgl. S. 11, Z. 22—27 und Bd. I, S. 679, Z. 24—680, 2.9. 

S. 52, 2. 16—18. Bd..I, S. 647, 2. 1—27. 

S. 52, 2. 21f. Bulletin, Tome I (1870), S. 355. Die Seitenzahl 8 bezieht sich auf 
einen Sonderabdruck der Darbouxschen Abhandlung: „Sur les syst&mes lineaires 
de coniques et de surfaces du second ordre“, a. a. O. S. 348358. 

Zu S. 52—55 vgl. Geom. d. B. T., S. 643—665. Die hier entwickelte Theorie 
wird in Abh. XV von Bd. I (1871), S. 268, Nr. IV auf Räume von n> 3 Dimensio- 
nen ausgedehnt, s. ebd. S. 749—756. 

S. 53, 2.2. In Bd. I, S. 158 macht Lie hierzu die Bemerkung, daß die folgende 
Diskussion richtiger ihren Platz im ersten Teile gefunden hätte. Das wäre jetzt 
hinter Nr. 18 auf S.18f. Offenbar hat er aus diesem Grunde auf 8. 20f. in Nr. 20 
die Absätze a) und c) hinzugefügt. 

S.53, 2.4—1 v. u. Lie ist niemals dazu gekommen, diese „andere Arbeit“ zu 
schreiben. Nur einzelne Beiträge dazu findet man an verschiedenen Stellen seiner 
Abhandlungen. Siehe Bd. I, Abh. XVII (1877), S. 307f., Bd. II, Abh. II (1879), 
S. 181—188. 

Study hat seiner Bd. I, S. 687 erwähnten Besprechung der Geom. d. B. T. 
später eine ausführliche Kritik der ganzen in Bd. V der Annalen entwickelten 
Theorie!) folgen lassen. Diese überaus scharfe, zum Teil allzuscharfe Kritik kann 
nicht in jeder Beziehung als berechtigt anerkannt werden, und es ist hier der ge- 
eignete Ort, darüber etwas zu sagen. 

Zunächst hat Study allem Anscheine nach die vorliegende Stelle S. 53, 2. 4—1 
v. u. vollständig übersehen. Er erwähnt bloß Ann. V, S. 163, hier S. 20f., wo Lie 
nur von den Singularitäten seiner Transformationen spricht, die bei der Trans- 
formation von Differentialgleichungen auftreten können. Bei Study gewinnt man 
daher den Eindruck, als hätte Lie auf die besonderen Singularitäten seiner Geraden- 
kugeltransformation gar kein Gewicht gelegt. Study hätte Lie eigentlich nur vor- 
werfen können, daß dieser die hier auf S. 53 als notwendig hingestellte Abhandlung 
nicht selbst geschrieben, oder von einem seiner Schüler hat schreiben lassen. 

Wir haben in Bd. I, S. 687 anerkannt, daß Study mit Recht Lie tadelt, weil 
dieser es verabsäumt hat, seine Transformation durch Einführung der orientierten 
Kugeln eineindeutig zu machen. Sie wird das in der Tat auf diese Weise in ihrer 
ganzen Ausdehnung. Aber Study läßt gänzlich außer acht, daß sich die wichtigsten 
Anwendungen, die Lie von seiner Transformation macht, auf partielle Differential- 
gleichungen beziehen, und daß es bei diesen Anwendungen gar nicht möglich ist, die 
Transformation auf den ganzen Raum zu erstrecken. Jede der behandelten partiellen 
Differentialgleichungen wird tatsächlich nur in der Umgebung eines Flächenelemen- 
tes z, y, 2, p, q von allgemeiner Lage betrachtet, und die Transformation wird daher 
ebenfalls nur in einer solchen Umgebung angewendet. Diese aber kann stets so ein- 
geschränkt werden, daß man die Transformation als eindeutig umkehrbar betrachten 
darf. Lie spricht das allerdings nicht ausdrücklich aus, aber er hat tatsächlich 
immer so gedacht, und man kann ihm nur vorwerfen, daß er es nicht für nötig ge- 
halten hat, etwas ausdrücklich hervorzuheben, was bei seiner ganzen Denkweise für 
ihn selbstverständlich war. Zum Beispiel darf man eine partielle Differentialgleichung 
1.0. in den meisten Fällen nicht in der Umgebung eines Punktes betrachten, darf 
also nicht den zu einem Punkte gehörigen Mongeschen Kegel in seiner ganzen Aus- 
dehnung mitnehmen, sondern man muß sich auf eine gewisse Umgebung eines 
Flächenelementes beschränken und nur den Teil des Mongeschen Kegels ins Auge 
fassen, der in diese Umgebung fällt. 


ae „Über Lies Kugelgeometrie.‘‘ Jahresbericht der D. M. V. Bd. 25 (1917), 
S. 96—113. 


Studys Kritik 869 


Die von Study so verächtlich behandelten Kugelkoordinaten X, Y, Z, H, die 
zugleich als Linienkoordinaten betrachtet werden können (S. 33), sind in Wahrheit 
ein Werkzeug, das eine ungeahnte Verwendbarkeit besitzt. Ist es nicht geradezu er- 
staunlich, daß jede Gleichung F(X, Y, Z, H)= 0 nach Bedarf entweder als eine 
partielle Differentialgleichung 1. O. aufgefaßt werden kann, deren Charakteristiken 
Haupttangentenkurven auf den Integralflächen sind, oder als eine, bei der die Cha- 
rakteristiken Krümmungslinien sind ? Wie unendlich überlegen ist diese Darstellung 
der betreffenden Differentialgleichungen der gewöhnlichen Schreibweise in den 
Elementkoordinaten x, y, 2, P, q, die fast immer zu praktisch kaum herstellbaren 
Formeln führt, zu Formeln, mit denen gar nichts anzufangen ist. Es hätte auch in 
den meisten Fällen gar keinen Zweck, die analytische Darstellung dieser Differential- 
gleichungen durch Einführung homogener Koordinaten auf den ganzen Raum aus- 
zudehnen, denn ihre Integration kann, von besonders einfachen Fällen abgesehen, 
nur in der Umgebung eines Flächenelementes versucht werden. Allgemein geleistet 
werden kann sie ja doch nur in einer solchen Umgebung. 

Die Verwendung der ‚„primitiven‘“ Koordinaten X, Y, Z, H verbieten zu 
wollen, wäre dasselbe, wie wenn man in der Ebene die rechtwinkligen Koordinaten 
nicht zulassen wollte, sobald es sich darum handelt, eine algebraische Kurve in der 
Umgebung eines Punktes zu untersuchen. 

S. 53, 2. 3—8. Bd. I, S. 696, Z. 22 v. 0.—6 v. u. $5, Nr. 14 ist jetzt $ 6, Nr. 18, 
S.18 und Nr. 20 ce, S. 21 ist neu hinzugekommen. Dadurch wird das Zurückgreifen 
auf Nr. 11 (jetzt Nr. 12, S. 12) entbehrlich. 

S. 53, Z.15—12 v. u. Bd. I, S. 696, 2.5—3 v. u. 

S. 54, 7. 3—6. Ebd. S. 696, 2.2 v. u.—697, 2. 2. 

S. 54, 7. 7—9. Ebd. 8. 697, Z. 3—5. Für die linearen D,, sehe man hier S. 51, 
2. 9—19. 

S. 54, 2. 13—16. Bd. I, 8. 697, 2. 6—698, 2.13. S.158, 2. 14—12 v. u. ent- 
sprechen hier: S. 53, Z. 15—12 v. u. — $. 697, 2.14, 13 v. u. muß jetzt lauten: „‚die 
Aussagen der $$ 14 und 15 zu ergänzen. Es muß sowohl auf S. 51, als auf S. 54°. — 
S. 697, Z.4 v.u. muß so lauten: „Man müßte dann S.54, 2.19—14 v.u.” — 
S.698, 2.1 endlich so: ‚auch S. 51, Z. 13—6 v. u.“ 

S. 54, 2.15, 14 v. u. Bd. I, S. 698, 2. 14—18. 

S. 54, 2.13—9 v.u. Ebd. Z. 19—25. — S. 181, Z. 11—17 entsprechen jetzt 
S. 83, 2. 6—12. 

S.54, 2.8,7 v.u. Bd. I, S. 698, 2. 26 v. 0.—1 v.u. — $.156, 2.12 ist jetzt 
8.50, 2.12 v.u. — 8.170 ist jetzt S. 69. 

S.54, 2.4—1 v.u. Siehe S. 109 Anm. — Was Lie meint, geht hervor aus 
einem Briefe an Darboux, den er anscheinend im Oktober 1871 geschrieben hat. 
Es heißt da: 

„Ich fand, daß die Aufgabe, eine Fläche durch eine Eigenschaft der Haupt- 
tangenten oder der Hauptkugeln zu bestimmen, eine Aufgabe, die sich eigentlich 
durch eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung D/, oder D,, ausdrückt, 
als allgemeines Integral nur Regelflächen oder Röhrenflächen gibt. Es existiert indes 
als singuläres erstes Integral eine D,, (oder D,,). Benutzt man als Kugel- oder 
Linienkoordinaten Ihre «, ß, y, R (meine X, Y, Z, H), so ist die Gleichung zweiter 
Ordnung (cf.!) dritter Abschnitt).‘“ 

Was Darboux betrifft, so vergleiche man die in der Anm. zu S. 121, Z. 13—6 
v. u. mitgeteilte Briefstelle, S. 900. 

»-58,.2.65: Bd. 1; 8.099, 7.11. 

S. 55, 2. Sf. Zum Beispiel, wenn F bloß p, q oder bloß p, q, 2 — xp — yq ent- 
hält, oder, wenn es von x, y frei ist. Im letzten Falle hat F = 0 die Form: p?—+ q? 
— op (2) = 0, und es ist: 2= x ((z — o)?+ (y — P)?) eine vollständige Lösung. 

1) Also hier S. 48ff. Anm. d. H. 
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S. 55, 2.5—1 v. u. ist neu. 

S. 55, 2. 16-6 v. u., 56, 2.1 v. 0.—12 v. u. sind neu. 

S. 55, 2.14,13 v. u. Das ‚bekanntlich‘ hat hier zweifellos den Sinn: ‚‚was wohl 
eine alte Sache ist‘‘. Wenigstens braucht Lie diesen Ausdruck in einem Ende 1871 
an Darboux geschriebenen Briefe, in dem er über einige neue Dinge spricht, die 
seine noch nicht gedruckte Abhandlung in Bd. V der Annalen enthalten wird. 

Denkt man sich die Schar der oo* Flächen U durch ein System von zwei par- 
tiellen Differentialgleichungen 2. O. definiert, so erhält man die Differentialgleichung 
der U-Krümmungslinien durch die auf S. 893 f. angestellten Betrachtungen. 

S. 56, 7. 1—10. Lie geht hier wenigstens etwas näher auf das ein, was er schon 
auf S. 46, Z. 15—12 v. u. flüchtig angedeutet hat. 

Ordnet man die Fläche U, irgend einer Kugel K, zu und sodann, wenn T eine 
beliebige Translation bezeichnet, immer die Fläche (U,)T der Kugel (K,)T, so gibt 
es eine ganz bestimmte Berührungstransformation B, die jede Kugel (K,)T in die 
Fläche (U,) T überführt (Bd. I, S. 649—653). Es ist nur noch zu bemerken, daß die 
Fläche U, auch nicht abwickelbar sein darf, weil sonst die oo? Flächen (U,)T nicht 
alle 00° Elemente x, y, z, p, q umfassen würden. Diese Voraussetzung, die auf S. 650 
von Bd. I nicht ausdrücklich erwähnt ist, liegt darin, daß die Gleichungen (5) ebd. 
nach a}, a,, a, auflösbar sein sollen. 

Die Gleichung: (K,) TB= (U,)T, welche die Beziehung zwischen den Kugeln 
(K,)T und den Flächen (U,)T ausdrückt, läßt erkennen, daß B mit allen Trans- 
lationen vertauschbar ist. 

Es sei ferner IT, die eingliedrige Gruppe aller Paralleltransformationen. Dann 
ist immer TIT,—= II,T, aus der letzten Gleichung folgt daher: 


(U,)TI,= (K,)TBI,= (K,) 141..02 DIE, 
und: 
(Bf. 2 SH, T. In mBH,: 


Demnach ist I7,!BII,—= B, eine ganz bestimmte Berührungstransformation, die 
ähnlich wie B durch die Gruppe der Translationen bestimmt ist, wenn man nämlich 
der Kugel (K,)IT, die Fläche (U,)//, zuordnet. 

Beschränken wir uns nun auf die Umgebung eines Elementes 2), Yo, 20, Po» 9o 
und nehmen wir an, daß die Elemente von K, ganz oder zum Teil dieser Umgebung 
angehören, so bestimmt B ein eindeutig umkehrbares Entsprechen zwischen ge- 
wissen Elementen von K, und gewissen Elementen von U, (Bd. I, 8. 652, 2.20 v. u.). 
Führt man auf diese oo? Paare von einander entsprechenden Elementen die 00° Trans- 
lationen aus, so erhält man die Zuordnung von Elementen, die durch B bestimmt ist. 
Andererseits können wir die Translation T und die Paralleltransformation I/, stets so 
wählen, daß bei der Transformation TIT, ein beliebiges Element E von K, in sich 
übergeht, daß also die Kugeln K, und (K,) TIT, einander in E berühren. Dann wer- 
den die Flächen (U,) und (U,) TIT, einander in dem Elemente E’ yon U, berühren, 
das bei der Transformation B dem Elemente E von U, entspricht. Man erinnere 
sich nun der eindeutigen Zuordnung, die zwischen den Elementen von K, und den 
zweigliedrigen Gruppen von Translationen besteht (Bd. I, 5.652, 2.9—7 v. u.), 
und bedenke, daß IZ, mit allen Translationen vertauschbar ist. Dann erkennt man, 
daß diese auf K, bestehende Zuordnung durch die Transformation TII, in eine ent- 
sprechende Zuordnung auf (K,)TII, übergeht. Dieselbe Bemerkung kann man in 
bezug auf die beiden Flächen U, und (U,)TII, machen. Man kann daher schließen, 
daß das Element E bei der Transformation B, gerade in das Element E’ übergeht. 
Da endlich diese Betrachtungen auf jedes Element jeder Kugel (K,) TIT,, also auf 
jedes beliebige Element anwendbar sind, folgt, daß B, immer mit B zusammen- 
fällt, daß also B mit allen Transformationen TIT, vertauschbar ist. Zugleich sehen 
wir, daß B die oo! Kugeln (K,) TIT, in die oo@ Flächen (U,) TIT, überführt. 
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S.56, Z2.5—10. Bei der vorhin beschriebenen Berührungstransformation B 
geht jede Fläche mit ihren Krümmungslinien über in eine Fläche mit ihren U-Krüm- 
mungslinien. Da unter den Gleichungen von B die beiden: p'=p,dq' = q vorkom- 
men (Bd. I, $. 653), geht jede Ebene wieder in eine Ebene über, und es sind demnach 
die Flächen U und die Ebenen solche, auf denen jede Kurve U-Krümmungslinie ist. 
Dieselbe Eigenschaft besitzen außerdem noch die Flächen, die bei B aus den Punkten 
hervorgehen (Bd. I, S. 692, Z. 23). 

Aber B ist nicht die einzige Berührungstransformation dieser Art. Ist T eine 
beliebige der 00% Berührungstransformationen, welche die Schar der Kugeln in- 
variant lassen, so ist TB die allgemeinste Berührungstransformation, bei der jede 
Fläche mit ihren Krümmungslinien in eine Fläche mit ihren U-Krümmungslinien 
übergeht. Da nun bei B jedes Flächenelement in ein dazu paralleles übergeht, ist das 
sphärische Bild jeder Fläche identisch mit dem sphärischen Bilde der erhaltenen neuen 
Fläche, und das sphärische Bild ihrer Krümmungslinien fällt mit dem sphärischen 
Bilde der U-Krümmungslinien der erhaltenen neuen Fläche zusammen. Andererseits 
transformiert T jede Fläche derart, daß ihr sphärisches Bild durch eine konforme 
Transformation in das sphärische Bild der erhaltenen neuen Fläche übergeht. Hierin 
liegt, was Lie auf $. 56, Z. 12—14 behauptet. 

Die Bestimmung der U-Krümmungslinien einer Fläche F ist geleistet, sobald 
die Krümmungslinien einer Fläche ® = (F)B-!T gefunden sind (S. 56, Z. 15—17). 

Eine besonders einfache Gestalt erhält die Berührungstransformation B, wenn 
man als Kugel K, einen beliebigen Punkt benutzt. Ist dann U, eine Minimalfläche, 
so sind alle U Minimalflächen oder Parallelflächen von solchen, und B hat die Eigen- 
schaft, jede Minimalfläche in eine Minimalfläche überzuführen (Bd. I, Abh. VIII 
(1870), S. 86, Nr. 6, S. 660 f.). Da überdies B mit allen Paralleltransformationen ver- 
tauschbar ist, führt es auch jede Parallelfläche einer Minimalfläche in eine eben- 
solche Fläche über. Wenn also F eine Minimalfläche oder eine Parallelfläche 
einer solchen ist, so wird auch ® = (F)B-! eine Fläche dieser Art. Auf jeder 
Minimalfläche und auf deren Parallelflächen sind aber die Krümmungslinien 
durch Quadratur bestimmbar. Hiermit sind die Behauptungen S.56, Z. 17—19 
bewiesen. 

Hat eine Fläche die Eigenschaft, daß längs jeder U-Krümmungslinie die 
Flächennormalen einer Ebene parallel sind, so besteht das sphärische Bild jeder 
Krümmungslinie aus einem größten Kreise. Die sphärischen Bilder der beiden 
Scharen von Krümmungslinien werden daher zwei Büschel von größten Kreisen, 
deren Achsen zwei zu einander senkrechte Durchmesser der Bildkugel sind. Durch 
die Berührungstransformation B-!T geht aber unsere Fläche in eine solche über, bei 
der das sphärische Bild der Krümmungslinien aus zwei orthogonalen Büscheln von 
Kreisen besteht, das heißt, in eine Fläche mit ebenen Krümmungslinien. Das ist 
der Sinn des auf $. 56, Z. 5—-10 Gesagten. 


S. 56, Z. 20—24. Die Schar der oo* Flächen U wird definiert durch ein unbe- 
schränkt integrables System von zwei partiellen Differentialgleichungen 2. O., das 
die viergliedrige Gruppe: 

of 97 


ee 
92’ dy’ de’ "On Yayı *D= 


der Translationen und Ähnlichkeitstransformationen gestattet. Nun erteilen die 
infinitesimalen Translationen den Größen p,q,r,s,t die Zuwachse Null, während 
die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation bei der Erweiterung die folgende 
Transformation liefert: 
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Demnach können wir schließen, daß jenes System von z, y, z frei und in r, s, thomo- 
gen ist, daß es also die Form hat: 


(I) r=o(Pp, N s=Plp, gt. 


Umgekehrt ist klar, daß jede Schar von oo Flächen, die durch ein System von der 
Form (TI) definiert wird, aus ähnlichen und ähnlich gelegenen Flächen besteht. 

Wir können uns ferner auf die Anm. zu 8. 96, Z.11v.0.—9v. u., 8. 893f. be- 
rufen. Wir drücken nämlich die Forderung aus, daß eine beliebige Fläche mit einer 
Integralfläche von (I) zwei unendlich benachbarte Flächenelemente gemein haben 
soll. Dazu müssen die beiden Gleichungen: 


| dp=rdae +sdy= (a(p, )dx+B(p, Q)dy)r, 
lay=sda +tdy= (B(p, Ddx+dy)r 


befriedigt werden. Das gibt einerseits zur Bestimmung von 7 die Gleichung: 


(H) 


(III) (a — Pr — (r —2ßs+ ot) + rt — 820, 
andererseits die Differentialgleichung: 
(IV) (Pr —as)da?+ (r —ot)dedy+ (s— Bt)dy? = 0 


für die U-Krümmungslinien der gewählten Fläche. 
Durch jeden Punkt der Fläche gehen zwei U-Krümmungslinien, und diese 
liegen, wie man sich sofort überzeugt, harmonisch sowohl zu den Haupttangenten- 


j 


kurven:rda? + 2sdedy-+ tdy?® = 0 der Fläche, als zu den Haupttangentenkurven: 
(V) ada?+ 2ßdedy+ d? = 0 


der berührenden Integralfläche von (T). 

Die Leichtigkeit, mit der wir zu diesem Ergebnisse gekommen sind, spricht 
dafür, daß wir Lies Gedankengang so ziemlich erraten haben. 

8.56, 2. 9—1 v. u., 57, Z. 1f. Vgl. Geom. d. B. T. $. 667f. und Bd. Id. Ausg., 
3.699, 7. 5—-16. Auf Z. 12 und 15 dort ist jetzt auf $ 15 und 16 zu verweisen. — Man 
beachte noch folgendes. Hat man eine Fläche ® in der a.a.O. auf 2.58 be- 
schriebenen Weise auf den einen Mantel ihrer Zentrafläche abgebildet, so erhält man 
für jede Parallelfläche zu ® die eine Schar ihrer Krümmungslinien auf dieselben geo- 
dätischen Linien dieses Mantels abgebildet. Es entspricht demnach im allgemeinen 
jeder D,, eine ganz bestimmte D,,, aber zwei verschiedene D,,, die aus einander durch 
eine Paralleltransformation hervorgehen, liefern dieselbe D,,. Eine Ausnahme tritt 
nur ein, wenn die D,, die eingliedrige Gruppe aller Paralleltransformationen ge- 
stattet. Dann ordnen sich nämlich ihre Integralflächen in Scharen von je oo! Par- 
allelflächen, und alle Flächen jeder solchen Schar haben die Zentrafläche gemein, 
auf deren einem Mantel sie alle dieselbe Schar von geodätischen Iimien liefern. Da 
es sich um eine D,, handelt, und da die Gleichung des zugehörigen Kugelkomplexes 
die von H freie Form: F(X, Y, Z) = 0 hat, stellt sich sogar heraus, daß alle Integral- 
flächen die Fläche F (X, Y, Z) = 0 zum einen Mantel der Zentrafläche haben. Einer 
solchen D,, entspricht daher gar keine wirkliche Differentialgleichung 1. O. D,;. 

Trotzdem kann man mit der D,, auch in diesem Falle eine Vorstellung verbin- 
den. Bei einer allgemeinen D,, entsprechen nämlich den 00° charakteristischen 
Streifen die 00° charakteristischen Streifen einer D,,, die jedesmal geodätische 
Linien auf den Integralflächen sind. Gestattet aber die D,, die eingliedrige Gruppe 
der Paralleltransformationen, so entsprechen ihren 00% charakteristischen Streifen 
bloß oo® Kurven, eben die oo? geodätischen Kurven der Fläche F BR ERAT 
Dieser Fall, der hier auf S. 57—60 außer Betracht gelassen wird, spielt später, S. 61f. 
und S. 97ff. eine große Rolle. 
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S. 57, 2.4—1 v. u. Diese Anm. ist neu. Der allgemeine Fall ist der, daß die 
Gleichung n-ter Ordnung bei der eingliedrigen Gruppe aller Paralleltransformationen 
nicht invariant bleibt. Es gibt dann oo! Differentialgleichungen n-ter Ordnung, für 
welche die Zentraflächen ihrer Integralflächen jener Gleichung (n + 1)-ter genügen. 
Der Inbegriff aller Integralflächen dieser oo! Differentialgleichungen wird aber durch 
zwei Gleichungen (n + 1)-ter Ordnung definiert. 

S. 57, Z. 10—13. Bd. I, S. 699, 2. 17—20. 

S. 57, Nr. 48. Ebd. 2. 21—23. 

S. 57, 2.18—13 v. u. Ebd. 8. 699, 2. 24f. 

S. 58, 2.7. Ebd. 2. 27£. 

S. 59, Z. 12—22 sind neu. Z. 12—17 stehen in Bd. I auf S. 161, Z. 8—12 und 
sind hier auf $. 57, Z. 14—16 weggelassen. Das ‚später‘ verweist auf S. 60 hier. 

S. 59, 2.12, 11 v. u. Bd. I, S. 699, 7.29—37. Die Gleichung des Mongeschen 
Kegels steht jetzt auf S. 58, 2.4 v.u. 

S.59, 2.4 v. u. Das ‚‚wie früher behauptet‘ bezieht sich auf Z. 15—17. 

S.59, 2.3—1 v. u. Bd.I, 8.699, 2.15 v.u.—700, 2.9. Die Stelle S. 162, 
7.14 v.u., auf die $S. 699, Z.7 v.u. verwiesen wird, steht jetzt S. 58, 2.4 v.u. 

Ba. I, S. 700, Z.7—-9 ist noch hinzuzufügen, daß die hier auf S.57 (Bd. I, 
S. 161) benutzte Transformation, die den Übergang zur D,, vermittelt, in diesem 
besonderen Falle versagt. Vgl. auch hier S. 872, 2.16—1v.u. 

S. 60, Z. 12—10 v. u. In der Bd. I, S. 707, Z. 20£. angeführten Arbeit. 

S. 61, 2. 19— 21. Bei den D, , sind es die Kugeltransformationen S. 41f., Nr. 38, 
bei den D,, sind es die euklidischen Bewegungen und Ähnlichkeitstransformationen. 

S.61, 2.7 v.u. Vgl. S.43, 2.12—8 v.u. Bd.1, S. 694, 2.18—14 v.u. An 
Stelle von (17), S. 136 tritt jetzt: (2), S. 29. 

Da 2A, 2B, 7 jetzt = 1 sind, entspricht der infinitesimalen Paralleltransfor- 
mation die infinitesimale projektive: 


Ne SE 2) ne a 17 


oder in den homogenen Koordinaten z, y, 2, t (Bd. I, S. 687) diese: 


(I) O6 201... OU ddr, 022 0, 
durch welche in den homogenen Linienkoordinaten die nachstehende: 
ör öo 
— - sus —z et 
. 31 u-+ro, 57 u+ 00, 5 o+r+wo, 
(D) 
a en a 
a we ne 


induziert wird. 

S. 62, Z.1—4. Ist F(X, Y, Z) = 0 die gegebene Fläche, so kommt diese Auf- 
gabe darauf hinaus, die durch F = 0 bestimmte D,, zu integrieren. Jede Integral- 
fläche dieser D,, ist so beschaffen, daß ihre Normalen längs einer Krümmunsgslinie 
der einen Schar Tangenten an eine geodätische Linie der Fläche F = 0 sind. Da 
überdies die D,, die infinitesimale Paralleltransformation gestattet, so sind die 
oo! Parallelflächen zu jener Integralfläche wieder Integralflächen und werden von 
der Tangentenfläche der erwähnten geodätischen Linie in Krümmungslinien ge- 
schnitten. Es ist ferner auf jeder Normalen das Stück bis zu dem Punkte, wo sie die 
geodätische Linie berührt, eben der zu der Krümmungslinie gehörige Haupt- 
krümmungshalbmesser, und jedes Bogenstück auf der geodätischen Linie ist gleich 
der Differenz der in den Endpunkten berührenden Hauptkrümmungshalbmesser. 
Infolgedessen kann man, wenn man die Bogenlänge der geodätischen Linien be- 
stimmt hat, auf der Tangentenfläche jeder geodätischen Linie oo! Kurven finden, 
von denen jede Krümmungslinie auf jeder hindurchgehenden Integralfläche der 


874 Anmerkungen zu Abhandlung I, $. 62-64 


D,, ist. Kennt man daher die oo? geodätischen Linien der Fläche F— 0, so kann 
man durch eine Quadratur die 00° charakteristischen Kurven der D;. finden, und 
damit ist die Integration der D,, geleistet. Ist andererseits die D,, integriert, so kennt 
man ihre charakteristischen Kurven und findet ohne Integration die geodätischen 
Linien der Fläche F = 0. 

S. 62, 2.16—11 v. u. In den nichthomogenen Linienkoordinaten r,s,0, o hat 
der Komplex nach $. 29, (2) die Gleichung: 


F(5(+0), 36-0), 2(—n))=0, 


also in den homogenen Linienkoordinaten r, s, 0, 0, u, (Bd. I, S. 687) zwei Glei- 
chungen von der Form: 


(A) 9(e,5,0 —r,u)=0, ro —u=uw, 


wo ® eine ganze homogene, selbstverständlich nichtlineare Funktion seiner Argu- 
nente ist. Deutet man für einen Augenblick 9, s,  —r, u als homogene Punktkoordi- 
naten in einem R,, so erkennt man sofort, daß der Komplex im Sinne von $. 92, 
7.15—10 v. u., 93, Z. 1 von den oo? linearen Linienkomplexen: 

[| Pae + Rs+PDlo—r)+D,u=0, ro—os=uw, 

| (D(a,b,c,=0) 

umhüllt wird. 

Entsprechend der infinitesimalen Paralleltransformation, die den Kugel- 
komplex F(X, Y, Z) = 0 invariant läßt, bleibt der Linienkomplex (A) und ebenso 
jeder lineare Linienkomplex (B) bei der infinitesimalen projektiven Transformation 
(I) invariant. Man kann sich davon unmittelbar überzeugen, wenn man die (I) ent- 
sprechende infinitesimale Transformation (T’) der geraden Linien auf (A) und (B) 
anwendet. 

Die linearen Komplexe (B) gehören der Schar aller 00° linearen Komplexe an, 
die erstens mit dem linearen Komplexe: 


(B) 


o+r=0, ro— sı=uo 


in Involution liegen (Bd.I, 8.688) und die zweitens mit diesem Komplexe die 
Gerade: r=s=o=o=u=(), das heißt, die unendlich ferne Gerade der z, y- 
Ebene gemein haben. Die hierdurch bestimmte Schar von 00% linearen Komplexen 
kann auch definiert werden als der Inbegriff aller linearen Komplexe, welche die 
genannte Gerade und außerdem die unendlich benachbarte, nicht schneidende 
Gerade: 
Or OT: DRE 05,080 DR 

enthalten. 

S. 62, 2.4,3 v. u. Siehe S. 97—115. 

S. 64, 2. 10—13. Siehe $. 99ff. i 

S. 64, 2. 14—1 v. u. Von dieser Anmerkung enthält Bd. I, S. 167, 2.4—1v.u. 
nur 2. 14—12 v. u., aber auf die Worte: ‚ in Involution liegen‘ folgt dort noch der 
Zusatz: „und zwar müssen diese beiden Komplexe in derselben Beziehung zu ein- 
ander stehen‘. 

Nach S. 29, (2) kann F = 0 durch eine in r, s, o, o homogene Gleichung ersetzt 
werden. In den homogenen Linienkoordinaten (Bd. I, S. 687) erhält man daher für 
den Komplex zwei Gleichungen: 


ft 


(C) ®(,35,0,r)=0, ro —so=uw. 


Hier ist ® eine ganze homogene nichtlineare Funktion seiner Argumente, die aber 
nicht die Form ro — so haben darf, weil sonst der Komplex in zwei lineare zerfiele. 
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Wie vorhin ($. 874, Z. 13—18) erkennt man, daß der Komplex von den oo? linearen 
Linienkomplexen: 


| 8,0+9,s+9.0+9,r=0, ro—so=uw, 
2 | Dla,b,c,e)=0 


s 


umhüllt wird. Diese gehören dem Inbegriffe aller o0°® linearen Komplexe an, welche 
die beiden windschiefen Geraden z= 0, t= 0 und 2= y= 0 gemein haben. Die 
vorhin betrachtete Schar von oo? linearen Komplexen, in der die Schar (B) enthalten 
ist, erscheint daher als ein Grenzfall der jetzigen. Es ist demnach auch die Komplex- 
gleichung: 

ART) 


als eine Ausartung der Gleichung: 
BP[IX:H,.Y HH A:HB) 8 


zu betrachten, ein Umstand, der S. 64, Z. 8-5 v. u. verständlich macht. 

Die Komplexschar, in der die o0® Komplexe (D) enthalten sind, kann auch de- 
finiert werden als der Inbegriff aller linearen Komplexe, die mit den oo! linearen 
Komplexen: 

(E) HU WO—=(, 77 — SO = uw 


in Involution liegen. Da aber diese nicht paarweise in Involution liegen, so leuchtet 
ein, warum Lie den vorhin erwähnten Zusatz jetzt weggelassen hat. 

Die linearen Komplexe (E) sind keine anderen als die hier auf S. 64, Z. 10, 9 
v.u.undZ. 2,1 v.u. erwähnten. Sind u, und ©, = 0, ist also der Komplex (E) nicht 
ausgeartet, so bestimmt er zwischen den Geraden die involutorische Beziehung: 

’ © 


Uo 
(F) ren sen ee en 


- ’ 
oo Uo 


bei der jeder lineare Komplex (D), also auch der eingehüllte Komplex (C) invariant 
bleibt. Das ist die Folge der involutorischen Lage der linearen Komplexe. 

Der eingliedrigen Gruppe S. 64, 2.7 entsprechend bleibt der Komplex (C) und 
zugleich jeder der oo? linearen Komplexe (D) bei der infinitesimalen Geraden- 
transformation: 


(G) osr=ös= ie —=Ö—=0, Öu=mudr dw— — wär 


invariant. Aus den Gleichungen Bd. I, S. 687, [17] geht hervor, daß diese Trans- 
formation den Geraden induziert wird durch die infinitesimale projektive Trans- 
formation: 


(G’) 62— 20T, öy=yor, de— 2eör, di UUör. 


Bei (G’) bleibt nun mit dem Komplexe (C) zugleich dessen Singularitätenfläche in- 
variant. Diese ist daher (vgl. hier S. 63) von Bahnkurven der infinitesimalen Trans- 
formation (G’) erzeugt, das heißt, von Geraden, die die beiden Geraden 2— y— 0 
und z2=t= 0 schneiden, anders ausgedrückt, von Geraden, die allen oo! linearen 
Komplexen (E) gemeinsam sind. Die Singularitätenfläche ist daher wirklich eine 
Regelfläche mit zwei geraden Leitlinien (S. 64, Z.4, 3 v.u.). Da ihre Erzeugenden 
jedem der oo! linearen Komplexe (E) angehören, findet man ihre krummen Haupt- 
tangentenkurven nach S. 38, Z. 9—13. Vgl. S. 64, Z.2,1v.u. und $. 38, ”—1v.u. 

Sollen zwei unendlich benachbarte Gerade des Komplexes (C) einander 
schneiden, so kommen zu (C) noch die Gleichungen hinzu: 


(©) [| Z9,de=0, rda+odr— sdo— ods=wdu+ udw, 
drdo— dsdo= dudo. 
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Alle fünf Gleichungen zusammen bestimmen in dem R, mit den homogenen Koordi- 
naten dr,ds,...., du, do einen ebenen R, und darin einen Kegel 2. ©. mit der Spitze 
Y,8,..., 4, @. Dieser Kegel zerfällt dann und nur dann, wenn die in der ersten Zeile 
von (C’) stehenden ebenen R, beide die in der zweiten Zeile stehende Mannigfaltig- 
keit zweiten Grades berühren, wenn also der Punkt r, s,..., o noch der Gleichung: 


(J) ®8,Dds — BD, —0 


genügt. Durch (J) werden daher die oo? singulären Geraden des Komplexes (C) aus- 
geschieden (Bd. I, S. 679). 

Ist r, s, ..., & eine singuläre Gerade und r+dr,.... eine beliebige benachbarte 
sie schneidende Komplexgerade, so gibt es in der Kongruenz: u = 0,0 = 0,ro — so 
— 0) zwei Gerade, die diese beiden schneiden und die durch die Gleichungen: 


ortro—os—so=0, oAdr+rdo—ods—sde—=0, 
Ta 
bestimmt werden. Diese Gleichungen werden befriedigt, wenn man setzt: 
Bye uno ann xD,, e=—xd, V=-o=l0, 


unter x einen Proportionalfaktor verstanden. Die Gerade (K) schneidet daher die 
singuläre Gerade r, s,.... und jede dieser benachbarte Komplexgerade, sie geht also 
durch den ausgezeichneten Punkt der Komplexgeraden (Bd. I, S. 679). Dieser aber 
liegt auf der Singularitätenfläche (Klein, Ges. Abh. Bd. I [1921], 5.136). Da 
r, s, 0, o durch die Gleichungen ® = 0 und (J) verknüpft sind, gibt es im ganzen 
oo! Gerade (K), die offenbar die Singularitätenfläche des Komplexes bilden. Das 
stimmt mit den früheren Ergebnissen. 

Da in dem ausgezeichneten Punkte einer singulären Geraden alle Flächen- 
elemente dieser Geraden dem Komplexe angehören, ist die Singularitätenfläche eine 
Integralfläche des Komplexes, und ihre krummen Haupttangentenkurven, deren Be- 
stimmung wir vorhin gegeben haben, sind Haupttangentenkurven des Komplexes. 

Sind alle Komplexgeraden singulär, ist also (J) eine Folge von ® = 0, so be- 
steht der Komplex entweder aus den Tangenten einer Fläche oder aus den Sekanten 
einer Raumkurve. Hier kann offenbar nur der erste Fall eintreten, und zwar ist dann 
die betreffende Fläche eine Regelfläche mit den beiden Leitlinien: 2= y=0, 
z=t=(. 

Jeder beliebig gewählte lineare Komplex (E) hat mit dem Komplexe (C) 00? Ge- 
rade gemein. Jede Gerade dieser Schar wird von zwei unendlich benachbarten der 
Schar geschnitten, also zerfällt die Schar, sogar auf zwei Arten, in oo! Scharen von 
je oo!, die jedesmal eine beiden Komplexen angehörige Kurve umhüillen. In jedem 
Punkte dieser Kurve bestimmt die zugehörige Schmiegungsebene ein beiden Kom- 
plexen angehöriges Flächenelement. Es sind das die auf S.64, 2. 12—9 v.u. er- 
wähnten Kurven. .f 

Daß diese Kurven Haupttangentenkurven des Komplexes (C) sind, sieht man 
so ein. Es sei ce eine Kurve, die dem Komplexe (C) und dem Komplexe (E) angehört, 
P sei ein Punkt auf ihr und g ihre Tangente. Durch P legen wir die eindeutig be- 
stimmte Gerade y, die den beiden linearen Komplexen u = 0 und & = 0 angehört. 
Da diese auch in dem Komplexe (E) enthalten ist, bestimmt sie mit g zusammen die 
Schmiegungsebene & der Kurve ce in dem Punkte P. Auf P, e und die Kurve c führen 
wir nun die infinitesimale Transformation (G’) aus. Diese läßt den Komplex (C) in- 
variant, während sie, wie aus den Gleichungen (G) hervorgeht, den Komplex (E) 
in einen unendlich benachbarten Komplex derselben Schar überführt. Sie ver- 
wandelt also die Kurve c in eine unendlich benachbarte Kurve c’, die wieder dem 
Komplexe (C), aber dem zu (E) unendlich benachbarten linearen Komplexe angehört. 
Außerdem führt sie den Punkt P auf der zugehörigen Schmiegungsebene e fort und 
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verwandelt somit das Flächenelement P, e in ein unendlich benachbartes damit ver- 
einigt liegendes Flächenelement, das wieder dem Komplexe (C) angehört. Die von (G’) 
erzeugte eingliedrige Gruppe führt infolgedessen ce in oo! Kurven über, die eine 
Fläche bilden, und zwar ist das eine Integralfläche des Komplexes (C), auf der die 
oo! Kurven Haupttangentenkurven sind. Sie sind mithin wirklich Haupttangenten- 
kurven des Komplexes (C). 

Wir haben hier zugleich oo! Integralflächen der partiellen Differentialgleichung 
1.0. des Komplexes (C) gefunden, alle die nämlich, die bei der infinitesimalen 
Transformation (G’) invariant bleiben. Es sind lauter Regelflächen, die die Geraden 
T=y=(,2=t= 0 zu Leitlinien haben. Man vgl. hierzu Bd. IV d. Ausg., Abh. IX 
(1895), S. 352ff., besonders S. 360, Nr. 65, wo der allgemeine Satz ausgesprochen ist, 
auf dem das Vorhandensein dieser Integralflächen beruht. 

S. 65, 2. 5f. Bd. I, S. 700, Z. 20—31. 

S.65, Z2.8—10. Ebd. Z. 32—36. Man erinnere sich, daß es nur oo! solche 
Flächen zweiten Grades gibt. Die dreigliedrige projektive Gruppe des durch die vier 
Geraden bestimmten Tetraeders, die aus lauter vertauschbaren Transformationen 
besteht, enthält infolgedessen eine zweigliedrige Untergruppe, bei der alle diese 
Flächen einzeln invariant bleiben. 

S. 65, 2.11 v.0.—12 v.u. und die ganze Nr. 52 sind neu. Zu Nr. 52 vgl. man 
Geom. d. B. T. S. 676—685. 

S. 65, 2.6—1v. u. Ist Q%(z, y, z, y', 2’) = 0 die Gleichung des Linienkomplexes, 
so hat die Differentialgleichung F = 0 des Problems Z. 11-9 v.u. die Gestalt: 


2(z, y2,94:p, —1:p)=0. 


Hat man eine Integralfläche, so umhüllen deren oo? Normalen auf jedem Mantel der 
zugehörigen Zentrafläche oo! geodätische Linien. Der auf Z.5—3v.u. ausgesproche- 
nen Aufgabe genügen offenbar alle Regelflächen des Komplexes, doch sind das 
Lösungen, die mit der Aufgabe Z. 11—9 v. u. nichts zu tun haben. Als Lösungen 
kommen daher nur die Flächen in Betracht, auf denen oo! krumme Komplexkurven 
liegen, die zugleich geodätische Linien sind, deren Schmiegungsebenen also auf den 
Tangentialebenen senkrecht stehen. Dabei muß man sich erinnern, daß die Schmie- 
gungsebene einer Komplexkurve in ihrem Berührungspunkte zugleich den Monge- 
schen Kegel des Linienkomplexes berührt (S. 11, 2. 9—11). 

Nehmen wir den Komplex in der einfachen Form z’ — wo (2, y, 2, y’) an, so ist: 
o,+ yo,+®o,=0 und: 2” — ©,.y" (Bd. III, S. 770), die Gleichung der 
Schmiegungsebene wird daher: 


ea n—y 82 
1 ee 
0 1 Oyr 
Demnach erhalten wir die Bedingung: 
(yo, —o)p—w.ga=1, 


die zuo=p+ qy hinzukommt. Durch Elimination von y' ergibt sich die auf 
2.2, 1 v.u. erwähnte Gleichung. Diese steht zu F — 0 in derselben Beziehung wie 
jede D,, zu der zugehörigen D,,. Ist sie integriert, so erfordert die Integration von 
F = O0 nur noch Quadratur, weil F— 0 (S. 66, Z. 3—6) die infinitesimale Parallel- 
transformation gestattet. Für diese ist nämlich ör:öy:öz=p:g: —1l=1:y:7. 
8.65, 2.9—7v.u., 66, Z.1v.o., 8v.u. „Mömoire sur les proprietes d’un 
ensemble de droites men&es de tous les points de l’espace, suivant une loi continue.“ 
Journal de l’Ec. pol. 22. Bd., 38. Heft (1861), S. 195. Vgl. Geom. d. B. T. S. 273. 
8.66, 2.1—4. Darbouxs Arbeit ist schon in der Anm. zu S. 52, 2.21f (S. 868) 
angeführt. Auf S. 351 liest man in einer Anmerkung: „En gön6ral &tant donne&es les 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II 56 
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normales & un systeme de surfaces, on peut determiner sans intögration tous les 
systemes de surfaces normales aux m&mes droites. Cette propri6te, tres-utile, et 
dont la demonstration est des plus simples, ne parait pas connue; du moins elle n’est 
pas signalee dans les travaux recents sur les droites qui remplissent l’espace.“ 

S. 66, Z. 11—14, s. die folgende Anmerkung. 

S. 66, 2.7,6 v. u. Da es 00° Bewegungen gibt, aber bloß 005 lineare Komplexe, 
gestattet jeder lineare Komplex mindestens eine infinitesimale Bewegung. Nun aber 
besitzt ein linearer Komplex von allgemeiner Lage gegenüber dem Kugelkreise eine 
Invariante. Ist nämlich P der Pol der unendlich fernen Ebene in bezug auf den 
Komplex und g die Polare von P in bezug auf den Kugelkreis, ferner y die reziproke 
Polare von g in bezug auf den Komplex, so schneidet y die unendlich ferne Ebene in 
einem Punkte J/, der mit P zusammen in bezug auf den Kugelkreis ein Doppel- 
verhältnis bestimmt, eben diese Invariante. Der lineare Komplex nimmt daher bei 
den 00% Bewegungen höchstens oo? verschiedene Lagen an und gestattet somit min- 
destens zwei infinitesimale Bewegungen. Daß er nicht mehr gestattet, zeigt die pro- 
jektive Gruppe des linearen Komplexes: de+ zdy— ydz= 0, Th. d. Trfsgr. 
Bd. II, S. 446, die nur die beiden unabhängigen infinitesimalen Bewegungen: r und 
yp— xq enthält. Aus diesen sind übrigens alle infinitesimalen Schraubenbewegun- 
gen um die z-Achse linear ableitbar. 

Die Differentialgleichung F = 0 des Kugelraumes gestattet diese Bewegungen, 
denen im Linienraume infinitesimale projektive Transformationen entsprechen 
(S. 39—41), außerdem aber gestattet sie die infinitesimale Paralleltransformation, 
der die Transformation (I) auf S. 873 entspricht. 

Die allgemeinste infinitesimale Schraubenbewegung, deren Achse die z-Achse 
ist, führt den Punkt x, y, zin den unendlich benachbarten: ö2 —= yöt, öy= — zÖT, 
dz= cör(c—+0) über. Die Richtungen dz:dy:dz der oo! Normalen der durch 
x, y, z gehenden Bahnkurve erfüllen daher die Gleichung: ydz — zdy+ cdz=0. 
Im allgemeinen gehört bloß eine dieser Normalen dem linearen Komplexe dz+ xzdy 
— ydz = 0 an; nur die Schraubenbewegung c—= — 1 hat die Eigenschaft, daß die 
Normalen ihrer Bahnkurven sämtlich dem linearen Komplexe angehören. Jede 
von oo! solchen Bahnkurven erzeugte Fläche befriedigt daher die zu dem linearen 
Komplexe gehörige Gleichung F = 0 (S. 66, Z. 11—14). Das stimmt damit, daß die 
zu dem linearen Komplexe gehörige Gleichung F= 0 nach 8.877 die Form: 
yp— xq+ 1= 0 besitzt. 

S. 66, 2.5—3 v. u. Die Gleichung F = 0 gehört zu der infinitesimalen Trans- 


formation: ö2 = yört, öy—= — zörT, 62—= — Öt, der nach S. 865 im Geradenraume 
die folgende entspricht: 
ö6zc—= (e —ix)ör, dy= —dsT, Ö62= —izör. 


Demnach erhält die Gleichung F = 0 im Linienraume die Gestalt: 
(. —izs)p —gq+iz2=)0. “ 
Diese gestattet die beiden auf S. 865 angegebenen infinitesimalen Transformationen 
und außerdem, der infinitesimalen Paralleltransformation entsprechend, noch die 
folgende: öx = zört, öy — Ört, ö2 = 0 (8. 873). 
S. 66, 7. 3—1 v. u. Die Normalen jeder Bahnkurve der Schraubung: 


dsa= yöoTr, dy=—zor, Özmcöt (c+0) 


gehören sämtlich dem linearen Komplexe: zdy — ydz — cdz—= 0 an. Andererseits 
definiert die lineare partielle Differentialgleichung: yp — xq — ce = 0 alle Flächen, 
die von solchen Bahnkurven erzeugt sind, oder, was hier auf dasselbe hinauskommt, 
alle Flächen, deren Normalen dem genannten linearen Komplexe angehören. Unter 
diesen Flächen werden alle die, auf denen die in ihnen enthaltenen Bahnkurven 
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die eine Schar von Krümmunsgslinien sind, durch eine partielle Differentialgleichung 
2. O. ausgeschieden, die wegen: öy:ö2—= 2: — y die Form: 


(pat— A+QP)s}®— (l1+pP)ti—(l+P)r})2y+ ((l+p)s— par) —=0 
besitzt. 


Diese Gleichung 2. O. definiert alle Flächen, auf denen die eine Schar von 
Krümmungsstreifen (Bd. I, S. 691f.) durch die Gleichung: 


zdce+ ydy=0 


bestimmt ist. Da nun unsere Schraubung jede Fläche mit deren Krümmungsstreifen 
in eine Fläche mit deren Krümmungsstreifen überführt und da sie die letzte Gleichung 
invariant läßt, so läßt sie auch die angegebene Gleichung 2. O. invariant. Man kann 
sich übrigens auch leicht durch Rechnung davon überzeugen, denn es ergibt sich: 


öp= gör, ögq= —pör, ör=2sör, Öds= (t—r)ör, dt= — 2sör. 


Aus der Invarianz der Gleichung 2. O. schließt Lie (Bd. IV d. Ausg., S. 359, Nr. 63), 
daß die Gleichung 2. O. mit der Gleichung: yp — 24 — c = 0 gerade oo? Integral- 
flächen gemein hat. Das sind die zu der Schraubung gehörigen Schraubenflächen, 
auf denen die Schraubenlinien Krümmungslinien sind. 

Man kommt aber zu einem anderen Ergebnisse, wenn man fragt, welche unter 
den charakteristischen Streifen der Gleichung yp — zq — c = 0 Krümmungsstreifen 
auf den hindurchgehenden Integralflächen sind. Die Differentialgleichungen der 
charakteristischen Streifen: 


u Mon Bun dt Mn eo 
liefern dann und nur dann Krümmungsstreifen, wenn die Gleichung: 
idze-+pdz dp 
dy+gdz dg 


erfüllt ist, was wegen: yp— xq= c die Gleichung: 1+ p®+ = 0 nach sich 
zieht. Unter den oo? charakteristischen Streifen sind daher nur 00? Krümmungs- 
streifen und diese verteilen sich auf oo! Integralflächen, deren jede oo! Schrauben- 
linien zu Krümmungslinien hat. 

Demnach hat sich Lie geirrt, sein Satz über die Zahl der gemeinsamen Lösun- 
gen der Gleichung 2. O. und der Gleichung 1. O. ist in dem vorliegenden Falle nicht 
richtig. In der Tat erhält man aus yp — 2q= c durch Differentiation die beiden 
Gleichungen: 

yr —ıs=g, ys — ıt= —p. 


Drückt man nun r und t durch s aus und setzt diese Werte in die Gleichung 2.0. ein, 
so fällt s ganz heraus, und die übrigen Glieder liefern wegen yp — 29 — c die Glei- 
chung: 1+ p?+ q?= 0, die wir vorhin auf anderem Wege gefunden haben. 

Lie hat a.a.O. die Bedingungen, an welche die Gültigkeit seines Satzes ge- 
knüpft ist, nicht vollständig ausgesprochen. Er hätte hinzufügen müssen: „und er- 
hält man durch Differentiation von W — 0 zwei Gleichungen, die zusammen mit 
F= Onachr, s, t auflösbar sind‘. Daß er das unterlassen hat, ist eigentlich auffallend, 
da era.a.O. S. 359 auf den Fall hinweist, wo die durch Differentiation von W er- 
haltenen Gleichungen die Gleichung F = 0 nach sich ziehen. 

Andererseits ist gerade das unrichtige Ergebnis, zu dem er hier gelangt, ein 
deutlicher Beweis dafür, daß Lie dena.a.O. aufgestellten Satz bereits 1872 besaß, 
als er die Anm. auf S. 66 hier niederschrieb. 

S. 66, 2. 13—9 v. u. sind neu. 

S. 67, 2.1—3. ‚Neue Geometrie‘, S. 2921. 
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S. 67, Z. 8—12 sind neu. 

S. 67, Z.13—16. Vgl. Bd. I, S. 700, 2.5 v. u.— 701, Z.21 v.u. In den Glei- 
chungen [38] und [39] sind die auftretenden Differentialquotienten partielle, was 
durch die Bezeichnung hätte zum Ausdruck gebracht werden sollen. — Die Stelle 
S. 168, Z. 13—18 ist jetzt fortgefallen. 

Wir fügen noch hinzu, daß die Ebene [38], Bd. I, S. 700 auf der Komplexkugel 
Xo,..., H, den später (hier S. 68) sogenannten Trajektorienkreis ausschneidet. In 
Jedem Punkte £&,n,£ hat die Kugel mit einer unendlich benachbarten Komplexkugel 
Xo+ dX,,... das Flächenlement: &,n7,£, P=—dX,:dZ,,0= —dY,:dZ, gemein. 
Ist nun F(X, Y, Z, H)= 0 die Gleichung des Komplexes, so wird: 


und: 
dHh,=yP+Q+1 .dZo, 


also bestimmt die Gleichung: 
are en vP+0Q9:+1 .F7,= 9 


die Flächenelemente der Kugel X,, .. ., die zu den Punkten &,n,& des Trajek- 
torienkreises gehören. 

Diese Gleichung ist deswegen von Wichtigkeit, weil sie erkennen läßt, was aus 
dem Trajektorienkreise wird, wenn die Kugel X,,.. . auf eine Punktkugel zusammen- 
schrumpft, wenn also H, verschwindet. Die Gleichung bestimmt, wenn man in ihr 
H, = 0 setzt, die Flächenelemente, welche die Punktkugel X,, Yo, Zu, H, = 0 mit 
unendlich benachbarten Komplexkugeln gemein hat. An Stelle des Trajektorien- 
kreises tritt dann ein von Flächenelementen des Punktes X,, Y,, Z, umhüllter 
Kegel zweiter Klasse, der in ein Ebenenbüschel ausartet, wenn entweder Fa, für 
H, = 0 verschwindet, oder wenn F von H frei ist (vgl. S. 70, Z. 15—17). 

S. 67, 2.17—23. Die Worte: „den der Kugel H, zugehörigen‘ sind neu, ebenso 
2.21—23 (vgl. Bd. I, 5.168, 2.14—11 v.u.). Der elementare Komplexkegel, von 
dem hier die Rede ist, ist der schon auf 8.58, Z2.5-—2 v. u. unter einem anderen 
Gesichtspunkte betrachtete. Daß Lie hier sagt, der Kegel gehöre zu der Kugel 
Xo, Yo, Zu. H, scheint darauf hinzudeuten, daß er die Gleichung: 


(x) (X X +Y— Yo?+(Z--Z3=(HX,, Yo, Zu) 


als Bestimmungsgleichung einer Berührungstransformation zwischen den Räumen 
A, Y,Z und X,, Y,, Z, aufgefaßt hat. Dabei repräsentieren X, Y, Z einen Punkt 
und X,, Yo, Z, eine Kugel, nämlich die mit dem Mittelpunkte X,, Y,. Z, und dem 
Halbmesser H,. Durch die Gleichung (x) aber ist, wie wir auf S. 860, 7. 6ff. gesehen 
haben, indem Raume X,, Y,, Z, eine Mongesche Gleichung bestimmt, die offenbar 


gerade die Form: 
Sax a De ii 
0 oX, 0 
besitzt. 


Erinnert man sich der Entwickelungen in Nr. 48, S.57—59, so erkennt man, daß 
dort die Kugeln des Komplexes H,—= H(X,, Yo, 7.) auf die Geraden eines Linien- 
komplexes in z, y, z abgebildet wurden und diese wieder auf die Punkte des Raumes 
Xg, Yo,Zo. Dabei ging aus der zu dem Kugelkomplexe gehörigen D,, die entsprechende 
D,,; hervor. Es ist daher klar, daß die durch (x) definierte Berührungstransformation, 
die jede Komplexkugel in deren Mittelpunkt verwandelt, die in X, Y, Z geschriebene 
D,. des Komplexes in die zugehörige D,, überführt, diese geschrieben in X,, Yo, Zo- 

S. 67, 2.11 v. u.—68, 2. 18. Vgl. Bd. I, S. 701, 2. 19—7 v. u. Die Mongesche 
Gleichung steht jetzt S. 58, 2.4 v. u., S. 181, Z. 11—14 jetzt $. 83, Z. 6—9. 

S. 68, 2.17—13 v. u. sind neu. 


ft 
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S. 69, Z.10—23. Man kann sich auch durch Rechnung davon überzeugen, 
daß die durch (x) bestimmte Berührungstransformation die hier abgeleitete D,, in 
die zugehörige D,,, S. 60 überführt (vgl. S. 880). Aus (x) folgen nämlich für die Be- 
rührungstransformation die Gleichungen: 


ZOLL HPE—-Z)=0, Y-Y+0QZ-Z)=0, 


welche zusammen mit (x) die Gleichungen (2) auf S. 69 nach sich ziehen. Man kann 
P und Q aus der von Lie angegebenen D,, (8.69, 2.19) fortschaffen und erhält: 


oH, oH, oH,__ 
(xx) HeRlA— A), Te... ® (Z— 2.) 0Z, —=0. 
Um auch X, Y, Z zu entfernen, benutzen wird die beiden noch übrigen Gleichungen: 


oH oH 
X— X + Pi 2)+ log + Pı an) 


a ee 
-Y, + Z-2Z)r% Gy %) E 


der durch (x) bestimmten Berührungstransformation. Wir finden: 


y oH,\ OH, oH, > oH, oH, 

> £ Hoaxı)ax, - (7 2 en) 90% 0%, Hay.) 
x_x..ı 1, 08: 

>3| ! ax.) oo 0) (2 4 Hey.) 


wo die linken Seiten vermöge (xx) und (x) übergehen in: 


(I) we 


also kommt durch Beseitigung von Z tatsächlich die Gleichung auf S. 60, 2. 8. 
Wird der Kugelkomplex durch die Gleichung: F(X, Y, Z, H) = 0 dargestellt, 
so erhält die Gleichung [38], Bd. I, S. 700 die Form: 


oF oF 
ae Ali De ee 
a Pa e 
Sie stellt in der Tat die Ebene dar, die auf der Kugel X,,..., H, des Komplexes 
alle die Punkte: &= X, — H,(dX,:dH,), ... ausschneidet, in denen die Kugel 


von je einer unendlich benachbarten Kugel des Komplexes berührt wird. 
Die zu einem Kugelkomplexe von der Form F(X, Y, Z)=0 gehörige D,, 
wird daher erhalten, wenn man X,, Yo, Z,, H, aus der Gleichung: 


a, = 
SE X)52,— 


vermöge der Gleichungen F, — 0 und (2) auf S. 69 wegschafft. In diesem Falle, auf 
den Lie hier noch nicht eingeht, tritt an die Stelle der Gleichung (x), S. 880 diese: 


IX-X»=Ht (FR.Y,2Z0=0), 


die keine Berührungstransformation zwischen den Räumen X, Y, Z und X,, Yo, Zo 
bestimmt. Einer derartigen D,, entspricht daher, wie schon auf S. 872 bemerkt, 
keine D,;- 

S. 69, 2. 8—1 v. u. Bd. I, S. 701, 2.6—3 v. u. 
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S. 70, 2. 1—14. Ebd. S. 701, 2.2,1 v. u., 702, 2. 1f. Der Trajektorienkreis einer 
Kugel des Komplexes enthält bloß die auf der Kugel liegenden Elemente der D,,, 
die zugleich einer unendlich benachbarten Komplexkugel angehören. Die Trajek- 
torienkurve der Kugel braucht daher nicht nur aus dem Trajektorienkreise zu be- 
stehen. 

S. 70, Z. 15—17. Ebd. S. 702, 2. 3f. Der Stelle Bd. I, S. 145, Z. 22—24 ent- 
spricht jetzt S. 37, 2. 17—15 v. u. Der „elementare Komplexkegel‘“ ist hier der, der 
von allen zu dem betreffenden Punkte gehörigen Elementen der D,, umhüllt wird. 
Gehört der Punkt selber als Punktkugel dem Komplexe an, so umfaßt der hier be- 
sprochene Kegel den früher erwähnten dieser Punktkugel zugehörigen elementaren 
Komplexkegel (8. 67, 2.17—23 v. u. und 8.880, 2.26), der für die Punktkugel die 
Rolle des Trajektorienkreises spielt. Näheres in der Anm. zu $. 67, 2. 13—16, S. 880. 

S. 70, 2. 18—22. Vgl. Bd. I, 8. 702, 2. 5—12. . 

S. 70, Z.7—1 v.u., 71, 2.7—11. Daß diese Gleichungen die angegebenen 
Formen haben, wird der Reihe nach bewiesen: $. 72f.; $S. 76, 4. 14—25, vgl. Bd. I, 
S. 704, 7. 13—705, 2.14. Ferner $. 96 und $. 78, 2.5—21 v. o., vgl. Bd. I, $. 705, 
A: CH. 

S. 71, Z2.1—6 und Z. 12—16 sind neu. 

8,72, 2.2,1v.u.—73, 2.1,2 v.o., 18—15 v.u. Bd. I. S. 702, 2. 18—29. Die 
Stelle S. 119, Z.4—1 v. u. steht hier $. 14, 2.4—1 v.u. 

S, 73, 2.14 v. u. Siehe $. 48, 2. 18—22. 

$. 78. 2, 9-6 vw. u. Vals Bd Ill; Ausg; Abh..T (1872), 8. 2, Nr.4. 

8. 73,2.6--3 v. u. Eine Schar von o0* Kurven, die keine Mongesche Gleichung 
p(x, y, 2, Y, 2) = 0 befriedigt, wird durch zwei Differentialgleichungen von der 
Form: 

[1] "=ß&y2y,2., z2’=y@y2y,.) 


bestimmt. Entsprechend den Haupttangentenkurven (vgl. S. 51f.) gibt es dann auf 
jeder Fläche: z= f(x, y) eine Kurvenschar von folgender Beschaffenheit: Denkt 
man sich für eine Kurve der Schar in irgend einem Punkte die berührende Integral- 
kurve von [1] aufgestellt, so hat diese Integralkurve stets mit der Fläche drei zu- 
sammenfallende Punkte gemein. Für die so erklärte Kurvenschar erhält man eine 
Differentialgleichung 1. O. zwischen x und y, welche die Form: 


Dr +2 y +" =ya 2 y,Pp+ a) — aßle, y 2 y,P+ 4y) 
besitzt. 

Denkt man sich umgekehrt auf jeder Fläche z = /(x, y) eine Schar von oo! Kur- 
ven definiert durch eine Differentialgleichung von der Gestalt: 
[2] r+2sy+ty?= U(s, y,2,9,94Y), 


so wird diese zu einer Schar von oo* Kurven [1] gehören, wenn U in der Form der 
rechten Seite von [2] darstellbar ist. Dazu aber ist notwendig, daß! 


[A] U,—-yUd,=—-feyu2Y,p+Yd 
und: 
[B] U, WUut 30,0: 


Umgekehrt folgt aus [B] das Bestehen einer Gleichung von der Form [A], wo ß durch 
U vollständig bestimmt ist, und überdies wird: 


[C] y=U—qU,+ Yıal,- 
Demnach gehört jede Differentialgleichung von der Form [2’], in der U die Gleichung 


[B] befriedigt, zu einer ganz bestimmten Schar von oo* Kurven [1], das heißt, die 
Kurvenschar [1] und die auf einer beliebigen Fläche 2 = f(z, y) bestehende Diffe- 
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rentialgleichung [2] sind zu einander kovariant gegenüber allen Punkttransforma- 
tionen des Raumes z, y, 2. Im Falle U = 0 haben wir hier einen bekannten Satz 
über die Haupttangentenkurven. 

Es sei jetzt F = 0 eine partielle Differentialgleichung 2. O. Wir verlangen, daß 
auf jeder Integralfläche die beiden Charakteristiken: 


[3] F,dy® —F,dedy+ Fade? = 0 


in jedem Punkte harmonisch liegen zu zwei hindurchgehenden Integralkurven von [2], 
und dabei sollen die beiden Charakteristiken immer zusammenfallen. Mit anderen 
Worten, wir verlangen, daß: 
[37 4F,F,—-F%2=0 
ist, und daß die Doppelwurzel: 

a re a 


der Gleichung [3] die Gleichung [2] befriedigt (vgl. S. 72). 
Setzen wir: r—= 3, s=r,t= ), so wird: 


p— —-Ei:f,, 0a Fe, V= 3. 

und wegen [37]: y' ?—= — q, also erhalten wir für F das System der beiden Differential- 
gleichungen 1. O.: 
[4] 3-77 ya + Uay2pg,P)=0, 2=—Pp, 
wo zur Abkürzung: 

va y2Yy,p+qay)—pß, y2Yy,p+qay)= —- U y2,P,94,P) 
gesetzt ist. Die Berührungstransformation: 
[5] s=P h=4, 1=—3tep +4, hmmm) 
verwandelt dieses System in: 
[6] „1 = 02,294), =) 


dessen allgemeine Lösung durch die Punkte der Kurve [6] geliefert wird, also durch 
X, = const., während sich die singuläre ergibt, wenn man die Kurve [6] als Element- 
verein auffaßt, also zu [6] noch die Gleichung: 


[6] U,=Pı — 47,9 
hinzufügt. 

Machen wir die Berührungstransformation [5] wieder rückgängig und kehren 
wir zu r, s, t zurück, so finden wir als allgemeine Lösung unserer Aufgabe die Glei- 
chung [2], in der y’ als konstant, das heißt als eine willkürliche Funktion N von z, y, 
z, pP, q zu betrachten ist. Wir kommen also zu einer Differentialgleichung von der 
Gestalt: 


[7] r+2Ns+ N?tt=y(s,y,2,N,p+qN)—qß(e,y,2,N,p+qN). 
Andererseits führt die singuläre Lösung von [6] zu einer Differentialgleichung, 

die aus den beiden Gleichungen: 

(r+2sy+ty?=y(a,y,2,y,p+tayW)—qaßle,y2,Yy.p+qy), 

l2:+21y=yy—aßu 

durch Elimination von y’ hervorgeht. Diese definiert alle von je oo! Kurven [1] er- 


zeugten Flächen, auf denen je zwei unendlich benachbarte dieser Kurven einander 
schneiden. 


(8) 
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Sehen wir von dem besonderen Falle ab, so finden wir, daß in dem hier betrach- 
teten Sinne zu jeder Kurvenschar [1] unbegrenzt viele partielle Differentialgleichun- 
gen 2. O. von der Form: 

[9] r+2Ns+ Nt+ M=0 


gehören. Wählen wir N als Funktion von x, y, z, pP, q beliebig, so ist M durch die 
Gleichung: 
[10] M= qß(z,y,2»,N,p+ qN)—y(e, y,2,N,p+qN) 
bestimmt. 
Es sei umgekehrt eine Gleichung[9] gegeben. Sind dann die beiden Gleichungen: 


[11] Yy-N(@y2392,9, !=p+Ng 


nach p und q auflösbar, ist also: 
[12] N, —NN,=0 
nicht identisch erfüllt, so kann man p und qdurch x, y, 2, y’, 2’ ausdrücken und erhält 
aus [10] eine Gleichung zwischen £ und y. Hier kann man ß beliebig wählen, demnach 
gehört jede Gleichung [9], für die [12] nicht gilt, in dem hier betrachteten Sinne zu 
unbegrenzt vielen Scharen von o0® Kurven [1]. Ist M = 0, so gehört [9] insbesondere 
zu der Schar der oo? Geraden, nämlich für ß = y = 0, sie ist also eine D..,8.70,.72f.; 
aber sie gehört außerdem noch zu jeder Kurvenschar [1], für welche die rechte Seite 
von [10] verschwindet. 

Ist [12] für eine gegebene Gleichung [9] erfüllt, so ist M einer gewissen Be- 
schränkung unterworfen. Macht man nämlich in einer beliebigen Funktion 
p(z, y, 2, y', 2’) die Substitution [11], so findet man: 


[13] Ya Np= (Put 49)(N,—NN,). 
Aus [10] folgt daher wegen [12]: 

[14] M,—NM,=ß(ey2N,p-+ Ng) 
und: 

[15] Moe 2NM NM, D. 


eine Gleichung, die von der Kurvenschar [1] gar nicht abhängt. Die Gleichung [9] 
kann daher in diesem Falle nur dann zu einer Kurvenschar [1] gehören, wenn außer 
[12] auch noch [15] erfüllt ist. ’ 

Liegt dieser Fall vor, so folgt aus [11] eine Relation von der Form: 


[16] != w(z, Y, 2, Yy'), 


es wird daher identisch: 
p+qN=w(s,y,2,N) « 
und überhaupt: 
9 9%,2,N,p+qN)=p(e,y2 N), 


sowie: (2, y,2,y,w)=9(2,y,2,%'). 
Für $ hat man nunmehr die Gleichung [14] und für y aus [10] diese: 
[17] v(@ 9,2 N,P+ Ng)=q(M, —NM,)—M. 


Hiernach werden ß und y vermöge [16] ganz bestimmte Funktionen von z, Way; 
als Funktionen von z, y, z, y’, z’ aber sind sie nur so weit bestimmt, daß sie bei der 
Substitution [16] gerade in die gefundenen Funktionen von x, y, 2, y' übergehen 
müssen. 
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Ist [12] erfüllt und M = 0, so ist [15] auch befriedigt, und die Differential- 
gleichung [9] gehört insbesondere zu der Schar der o0% Geraden ; sie gehört aber gleich- 
zeitig noch zu unbegrenzt vielen anderen Scharen [1]. 

Wir fassen unsere Ergebnisse noch einmal zusammen: 

Eine Schar von oo% Kurven [1] bestimmt auf jeder Fläche eine kovariante 
Schar von oo! Kurven, die durch die Differentialgleichung [2] definiert ist. Denkt 
man sich umgekehrt auf jeder Fläche durch eine Differentialgleichung [2], für die 
[B] erfüllt ist, eine Schar von oo! Kurven bestimmt, so gehören alle diese Kurven- 
scharen in dem vorher erklärten Sinne zu einer ganz bestimmten Schar von oo? Kur- 
ven [1]. 
Andererseits gehören zu jeder Schar von oo* Kurven [1] unbegrenzt viele par- 
tielle Differentialgleichungen 2. O. von der Form [9], wo N eine beliebige Funktion 
von z, y, z, p, qist und M durch [10] bestimmt wird. Auf jeder Integralfläche von [9] 
fallen die beiden Scharen von Charakteristiken zusammen in eine durch die Diffe- 
rentialgleichung: y’—= N definierte Schar. Diese ist in der Kurvenschar [2] enthalten, 
welche der Integralfläche durch die Kurvenschar [1] zugeordnet wird. 

Umgekehrt gehört eine Differentialgleichung von der Form [9], für die [12] 
nicht erfüllt ist, in dem eben erklärten Sinne zu unbegrenzt vielen Scharen von 
oo* Kurven [1]. Ist dagegen [12] erfüllt, so gehört [9] dann und nur dann, wenn auch 
noch [15] befriedigt ist, in diesem Sinne zu einer Kurvenschar [1], und zwar ebenfalls 
zu unbegrenzt vielen solchen Kurvenscharen. 

Ist insbesondere M — 0, haben wir also eine D/, im Sinne von Lie, so ist [15] 
von selber erfüllt, überdies kann man, wie auch N beschaffen sei, ß und y auf un- 
begrenzt viele Arten so wählen, daß die rechte Seite von [2] bei der Substitution 
y = N identisch verschwindet. Auf jeder Integralfläche von [9] bilden dann die 
Charakteristiken die eine Schar von Haupttangentenkurven. Daraus aber folgt nach 
S.73, Nr. 57, Bd. I, S. 702f., daß jedes erste Integral von [9] eine D,, ist. Dieser Satz 
von Lie, 8. 73, Z. 21, 20 v. u. ist also ganz davon unabhängig, daß jede Dr in dem 
auf S. 884 betrachteten Sinne, nicht bloß zu der Schar der Geraden, sondern auch 
zu unbegrenzt vielen anderen Kurvenscharen [1] gehört. 

Man kann offenbar den Lieschen Begriff der D,, verallgemeinern, indem man 
alle Kurvenkomplexe betrachtet, die in einer Schar von oo? Kurven [1] enthalten 
sind, und zu jedem dieser Komplexe die partielle Differentialgleichung 1. O. bildet, 
die nach $. 10 zu ihm gehört. Auf jeder Integralfläche einer solchen Gleichung bilden 
dann die Charakteristiken eine Kurvenschar, die in der durch [1] der Fläche zugeord- 
neten Schar [2] enthalten ist. Man muß versuchen, eine Kategorie von Gleichungen [9] 
zu ermitteln, für die jedes etwaige erste Integral eine der eben erklärten Differential- 
gleichungen 1. O. ist. 

Zum Beispiel nehmen die Differentialgleichungen y’’ = 0, z’’ = 0 aller Ge- 
raden bei der allgemeinsten Punkttransformation eine Gestalt an, die in dem folgen- 
den allgemeinen Systeme: 


y"=ß+t 2Rıy + 2Pße2’ + By +2ß,y2+ß2?+ 
+oy?+2.,y?!+.y2%, 
"=ynt2ynyYV +22 try’ t2nyVetrni’t 
+ay?z +22 y 224 8,2 
als besonderer Fall enthalten ist.!) Dabei sind die ß, y, e Funktionen von z, y, 2. Die 
zu diesem Systeme [1] gehörige Gleichung [2] erhält die Form: 


[19] r+2y's+ y’t+G(2,9,2,9,4,Yy)=0, 


[18] 


1) Vgl. die Dissertation von A. Greul, Über Scharen von 00?” Kurven im 
R„;ı. Greifswald 1905, S. 30. 
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wo G eine ganze Funktion zweiten Grades von y’ bezeichnet, für die nach $. 882 die 
Gleichung: 


[20] Gaga — 2y@,0+ 4,5 = 0 
identisch erfüllt ist. Bildet man die Gleichung: 
[21] r+2Ns+ N2t+G(z, y,2,9,9, N)=0 


und wählt man N beliebig, so ist [21] eine Differentialgleichung 2. O. von der Form 
[9], diein dem bekannten Sinne zu der Kurvenschar[18] gehört, und es ist überdies klar, 
daß immer, wenn N die Gleichung [12] erfüllt, M = G die Gleichung [15] befriedigt. 

Auf jeder Integralfläche von [21] tritt nur eine Schar von Charakteristiken 
auf, die durch y’—= N bestimmt wird und die in der Kurvenschar [19] enthalten ist, 
welche der Fläche durch die Kurvenschar [18] zugeordnet wird. Jelles etwaige erste 
Integral von [21] ist infolgedessen eine partielle Differentialgleichung 1. O., deren 
Charakteristiken dieselbe Eigenschaft besitzen, also eine Gleichung, die zu einem 
der in der Kurvenschar [18] enthaltenen Kurvenkomplexe gehört. 

Übrigens haben wir Differentialgleichungen von der Form [9], für die [12] und 
[15] erfüllt sind, schon früher getroffen. Auf S. 855f. sahen wir, daß jede solche Glei- 
chung zu einem ganz bestimmten Komplexe von 00? Kurven gehört, der durch die 
Differentialgleichungen: 
[22] !=w(s,y,2,4Y),, yY"=M,—NM, 


definiert wird. Man kann nun fragen, wann es unter den Kurvenscharen [1], zu denen 
[9] gehört, solche gibt, in denen der durch [22] bestimmte Komplex enthalten ist. 


Durch Differentiation von 2’ —= w findet man: 
[23] 2"=w,+ yw,+ wu,+ (M,— NM,)w,; 
was nach S. 855 auch so darstellbar ist: 
2’=— (1:N,){N,+PpN,+ N(N,+qN,— M,„+ NM,}-+g(M,— NM,): 


Diese Gleichung muß mit [17] übereinstimmen, was noch eine Bedingung: 
[24] N„+pN,+ N(N,+ q4N,))=M,—-NM,+MN,=0 


liefert. Ist die erfüllt, so hat man in[1] $ und y in allgemeinster Weise so zu wählen, 
daß für 2° — w die Gleichungen [22] und [23] für y’’ und 2’ herauskommen. 

S. 73, 2.3—1 v.u. Vgl. die Anm. zu 8.75, 2. 4—1v.u. 

8.73, 2. 11—17. Bd. I, S. 702, 2.15 v. u.—703, 2.16. 

S. 74, 2.2—5. Ebd. S. 703, Z. 17—20. 

S. 74, 2.17—14 v.u. Ebd. 2. 21—36. Statt auf S. 156 ist jetzt auf S.50 zu 
verweisen. 

8. 74, 2.12—3 v. u. Ebd. S. 703, 2.10 v.u.—S. 704, 2.3. 

8. 75, 2.17—22. Ebd. 8. 704, 2. If. .' 

S.75, 2.16—25. Die erste Forderung kommt darauf hinaus, daß aus der 


Gleichung dy:dz = N folgt: 
ey 
de 


= N, + NN,+N,(p+qN)=0. 


Da das bei der Substitution: z2= pr + qy-+ k gelten soll, wo k eine beliebige Kon- 
stante bezeichnet, muß es auch schon vor dieser Substitution, für beliebige r, y, 2, 
p, q gelten. Demnach ziehen die beiden Gleichungen: 

y-N#4,2P,9, Z=p+qN, 


4 „ . . 
wenn man p und q als konstant betrachtet, nach sich: y'’ = z’’ = 0, das heißt, sie 
bestimmen für jedes Wertsystem p, q eine Schar von oo? Geraden. Ließen sich nun 
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unsere Gleichungen nach p und q auflösen, so erfüllte der Inbegriff der so erhaltenen 

Geraden keine von p, q freie Differentialgleichung 1. O., umfaßte also alle oo* Ge- 

raden. Folglich müssen sich p und g eliminieren lassen, was auf die Bedingung: 
N,—NN,=_0 

führt. Wir erhalten somit gerade die beiden Bedingungen [5] und [7’] auf S. 855f£., 

die aussagen, daß die Differentialgleichung r+ 2Ns+ N°?t= 0 zu einem Linien- 

komplexe gehört. 

S. 75, 2.11 v.u., 76, Z. 1f. Dieses Integral wird von den auf S.75, Z. 12—15 
erwähnten Linienflächen gebildet. 

S. 75, Z2.10-—4 v;u. Bd.I, S. 704, 2.4—8. Vgl. auch Bd. III, Abh. I (1872), 
S.2, 2.10 v.u., 8.3, Z.1f. Abh. XIX (1877), 8. 292f., Nr. 8. 

S. 75, Z2.4—1 v. u. sind neu. Entspricht die Gleichung r+ 2Ns+ N®2t+M 
— 0 einem Kurvenkomplexe (vgl. S. 855 f.), so liefert jedein dem Komplexe enthaltene 
Kongruenz von Kurven eine lineare partielle Differentialgleichung 1. O., die ein 
erstes Integral bildet. 

In der Bd. I, S. 678, 7.5—3 v. u. angeführten Abhandlung betrachtet Boole 
einen Komplex von 00% Flächen: z= F(z, y, a, b, c) und zeigt, daß der Inbegriff 
aller von jeoo! Komplexflächen umhüllten Flächen eine Gleichung von der Form (1), 
hier Z.8 v.u. befriedigt. Jede Schar von oo? Integralflächen dieser Gleichung ist 
die vollständige Lösung einer partiellen Differentialgleichung 1. O., die ein erstes 
Integral bildet. 

Lie hat sich ganz offenbar den Umstand zunutze gemacht, daß die oo? Flächen 
des Komplexes durch eine Berührungstransformation in die Schar aller Punkte 
überführbar sind. Der Inbegriff aller von je oo! Komplexflächen umhüllten Flächen 
geht dabei über in den Inbegriff aller Kurven. Dieser läßt sich allerdings in den 
Elementkoordinaten z, y, z, pP, 9, r, s, t nicht durch eine Differentialgleichung defi- 
nieren, dagegen hat man ja für den dazu dualistischen Inbegriff aller abwickelbaren 
Flächen die Differentialgleichung: rt — s®®= 0. 

Der Boolesche Flächenkomplex kann durch ein unbeschränkt integrables 
System von drei partiellen Differentialgleichungen 2. O. definiert werden: 


= 0,9294) By: le 


Die von Boole betrachtete partielle Differentialgleichung 2. O., die zu dem Kom- 
plexe gehört, hat dann die Form: 


(A) (r — RE —- T)- 8 —S%=0. 


Man gelangt zu ihr folgendermaßen. 

Führt man homogene Elementkoordinaten ein, indem man r,s,tdurch r: u, 
s:u, t: u ersetzt und noch v hinzunimmt, das durch die Gleichung rt — ® = uv 
definiert ist (Engel, Leipz. Ber. 1893, S. 469f.), so hat man: 


(B) r—= Ru, s=Su, ti=Tu, v=(BT—- Su. 


Das ist ein Punkt in dem R, mit den homogenen Koordinaten r, s, t, u,v, und 
zwar liegt er auf der Mannigfaltigkeit rt — s®®= uv. Die zugehörige Tangential- 
ebene wird: 


(C) Tr+ Rt—2Ss= (RT—S?®)u+v. 


Das aber ist zusammen mit rt—r?= uv eben die Gleichung (A) homogen ge- 
schrieben. 

Die oo? Punkte werden durch die Gleichungen: r= s—=t= u= 0 definiert, 
und u — 0 wird die zugehörige Gleichung (C), die zusammen mit rt — s®= uv die 
sämtlichen Kurven definiert. 
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Bei jeder Berührungstransformation werden nun r,s,t, u, vlinear und homogen 
transformiert, und zwar so, daß die Gleichung rt — s? = uov invariant bleibt. Dem- 
nach ist die Beziehung zwischen dem Systeme (B) und dem Systeme, das aus (C) 
und rt — s®—= uv besteht, invariant gegenüber allen Berührungstransformationen. 
Führt man daher (B) in die Differentialgleichungen aller Punkte über, so verwan- 
deln sich die Integralflächen von (A) in die Kurven. Damit ist gezeigt, daß (A) wirk- 
lich die von Bour aus dem Flächenkomplexe abgeleitete Differentialgleichung ist. 

Ausdrücklich erwähnt sei nur noch, daß für die Differentialgleichung (A), wenn 
man sie in der Form (1), Bd. III d. Ausg., 8.619, schreibt, der Ausdruck: K?’+ MN 
— HL verschwindet, daß also die beiden Scharen von Charakteristiken zusammen- 
fallen. Auch ist es nicht überflüssig, zu bemerken, daß eine Berührungstransformation, 
die den Flächenkomplex z2— F (2, y, a, b, c) in einen Kurvenkomplex überführt, 
die Gleichung (A) in diejenige verwandelt, die im Sinne von $. 855, Z.3—1v.u. 
zu diesem Kurvenkomplexe gehört. 

S. 76, Z. 14—20. Vgl. Bd. I, S. 704, Z. 13—705, 2. 14. Statt auf Nr. 47, S. 172. 
ist auf Nr. 56, 7. 72f. zu verweisen. Die Worte auf Z. 8 stehen jetzt S. 76, 7.21 und 
2. 10, 5—7 sind jetzt Z. 23, 18—20. S. 173, Anm., ist jetzt S. 73, Anm. 1 und $. 173, 
2. 12 jetzt S. 73, 2. 2. Endlich ist $. 127 Jetzt S. 20, b). 

S. 76, 2.5—1 v. u. Diese Anm. ist neu. Vgl. S. 73, Anm. 1 und Bd. 18.205, 
2. 1—6, ferner hier $8. 31, Z. 16—-20. 

S. 77, 2. 7--26 sind neu. 

3.78, 2. 10—14. Bd. I, S. 705, 2. 17—25. 

S. 78, 2. 14f. ist leider ein Druckfehler des ersten Drucks stehen geblieben; es 
muß heißen: „setzt dy: dx“. Vgl. Bd. I, S. 705, 2. 17—706, 2. 20. Diese Anmerkung 
ist zu lang geraten. Es hätte bemerkt werden sollen, daß bei derdu B ois-Reymond- 
schen Form, geschrieben wie auf $. 706, G1. [52], die beiden Scharen von Charakte- 
ristiken noch nicht getrennt sind, im (Gregensatze zu der Lieschen Form, hier $. 78, 
Gl. (2), Bd.I, S. 705, 2.18, 16 v.u. 

8.78, 2.16—8 v. u. Nehmen wir die D/; in der Form Bd. I, $. 706: 


[52] rat — (+ g)s)u+ {par —(l+pP9)s)w=0, 


wo u, w Funktionen von x, y, z, p, q sind, so werden die auf einer beliebigen Fiäche 
2= f(x, y) auftretenden Kurvenscharen s und o durch die Differentialgleichung: 


[53] pqwdy® + (1 + @)u+ (1+ pw} daedy+ pquda?= 0 
bestimmt. Diese kann niemals, wie man auch u : w wählen möge, die Form: 
A+g)dy+ 2pgdady+ (1+ pda? = 0 


erhalten. Andererseits können die beiden orthogonalen Kurvenscharen, wenn u: w 
eine eindeutige Funktion von x, Y, 2, P, q ist, nicht für jede Fläche zusammenfallen, 
und wenn sie für irgend eine Fläche zusammenfallen, bilden sie notwendig auf dieser 
die eine Schar von Minimalkurven. 

Hiernach ist das Bd. I, S. 705, Z. 21-24 Gesagte zu berichtigen. Ist nämlich f 
eine eindeutige Funktion, so kann die dortige G1.[50] nicht identisch erfüllt sein. 
Ist aber f zweideutig und befriedigt [50], so ist (2), 5. 78 eine Differentialgleichung, 
auf deren Integralflächen die beiden Scharen von Krümmungslinien in eine Schar 
von Minimalkurven zusammenfallen. Also ist dann (2) die auf S.76, 2.5, 4 v.u. er- 
wähnte Mongesche Differentialgleichung. 

8.78, 2. 7—4 v.u. Vgl. 8.78, Z. 11—17 und Bd: I, 8. 702, 2.15 v. u.—703, 
2.16. Weil bei der D,, auf jeder Integralfläche beide Scharen von Charakteristiken 
Krümmungslinien sind, müssen auf den Integralflächen jedes partikulären ersten 
Integrals die Charakteristiken die eine Schar der Krümmunsgslinien bilden. 
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S. 78, 2.8,2 v.u., 79, 2. 1f. Die Kugeln der Kongruenz bilden dann eine voll- 
ständige Lösung der D,,; die genannten Kreise sind deren Charakteristiken und 
liefern demnach ($. 54, Z. 22—27) die eine Schar von Krümmungslinien auf den 
Integralflächen. 

S. 79, Z. 6—10. Bd. I, S. 706, Z. 22—16 v.u. 

S. 79, 2.12, 11 v.u. Ebd. S. 706, 2.15, 14 v.u. 

S. 80, Z. 4f. Ebd. S. 706, 2. 13—7 v.u. 

S.80, Z.14—16. Ebd. S. 706, 7.3 v.u.—707, 2.3, wo es richtiger hieße: 
„daß auch bei den Linienkomplexen, die eine Developpable umhüllen, die Komplex- 
kegel in ebene Büschel zerfallen“. Diese Mitteilung Kleins hat die neue Anmerkung, 
hier S. 80, Z.9—1 v. u., veranlaßt. 

S. 80, 2.5—1 v. u. oo? Gerade sind immer nur die gemeinsamen Tangenten 
einer diskreten Anzahl von Flächen, niemals die von oo! Flächen. 

S. 80, Z.12—10 v.u., 81, Z.1. Bd. I. 8. 707, 2. 4—8. Die Stelle S. 169 steht 
jetzt S. 68, Nr. 54. 

3.81.2.9 Bd: 18:70, 2.9 12, 

S. 81, Z. 14—18. Wir legen die Form [52], S. 706 der D/, zugrunde, dann haben 
wir in [53] ebenda z, p, q vermöge der Gleichungen: 


San du A) dia 


durch x und y auszudrücken, um die Differentialgleichung der Kurven s, o auf der 
Kugel X,, Y», Zu, H, zu erhalten. In dem hier betrachteten Falle müssen die beiden 


Gleichungen: S 
Dta—X=Hl DSF X)+H=0, 


nach y und z aufgelöst, einen Ausdruck für y liefern, der die gefundene Differential- 
gleichung zwischen x und y identisch befriedigen kann, und zwar muß diese Forde- 
rung solche Gleichungen zwischen F}, F,, F, und X,, Yo. 7, Hu nach sich ziehen, 
die durch geeignete Wahl von F,,F,,F, befriedigt werden können, die aber nur eine 
diskrete Anzahl von Lösungen zulassen. 

S. 81, 2. 18—22. Bd. I, S. 707, Z. 13—19. Die Gleichungen 7.3 v.u. stehen 
jetzt S. 81, 2. 20. 

S.81, 2.8—1 v.u. Diese Anm. ist neu. Vgl. Bd. III, S. 619—622. Sind die 
dort auftretenden H. K, L, M, N eindeutige Funktionen von z, y, 2, P, 9, SO zerfällt 
die Differentialgleichung der Charakteristiken in zwei lineare, wenn der Ausdruck 
S.620, 7.2 das Quadrat einer eindeutigen Funktion ist. Dann aber kann das 
System (5,) ebd. sehr gut zwei Lösungen haben, ohne daß (5,) auch nur eine hat. 

S 81. 21-9 w.u:9 2 18. BET 9.702.2. 20-28: 

S. 82, 2.6. Vgl. S. 94—-96. 

S. 82, Z.11, 10 v.u. Vgl. jedoch S. 80, Anm. und Bd. I, S. 707, 2.1—3. 

S. 83, 2. 6—8. Bd. I, S. 707, Z. 20—10 v. u. Die Stellen S. 138 und 168 stehen 
jetzt S. 32 und 67. 

3.83, 8-12 BA. LS. PL ZI IN 

S. 83, 2.1922. Ebd. 8.708, Z.1—3. — 8.180, 2.7—9 ist jetzt 8.81, 
2.9 v.u., 82, Z. 1f. Die „Schar Kugeln“ besteht selbstverständlich aus den oo! Fun- 
damentalkugeln. 

S. 88, Z.15—12 v. u. Bd. I, S. 708, Z. 4—6. 8.171 ist jetzt S.70. Ist F} = 
so bestimmt die Gleichung: 

F,p+F,qa+F, = 


ni — (onst. 


VESHRSHREVpP ++ VESHRSHRE 


die oo! Flächen, deren jede der Ort ist der Spitzen von oo? Umdrehungskegeln 
gleicher Öffnung. Diese Flächen müssen sämtlich Kugeln sein. 
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Ist #, = 0, so arten die Umdrehungskegel in lauter Ebenenbüschel aus, und 
zwar wird in jedem Punkte z, y, z die Achse des zugehörigen Ebenenbüschels durch 
das simultane System: 

ds dy de 


RB CR 
bestimmt. Jede Achse steht auf der zugehörigen Fundamentalkugel senkrecht, dem- 
nach erhalten wir für die Fundamentalkugeln die Differentialgleichung: 


F,dc+ F,ady— F,d=0, 


die unbeschränkt integrabel sein und oo1 Kugeln zu Integralflächen haben muß. 

Der Fall F, = 0 ist der, wo die oo! linearen Komplexe sämtlich mit dem - 
nearen Komplexe H= 0 in Involution liegen (S. 32, Z. 9—11). Er wird $. 83, 
2.8 v.u.—84, 2.2 betrachtet und umfaßt nach $. 84, Anm., alle linearen D 
die im Sinne von S$. 54, 2.139 v. u. zu Kugelkomplexen gehören. 

S.83, 2.12 v.u. Siehe $. 9294. 

8.83, 2.1 v.u., 84, Z.1f. Bd. 1, $. 708, 2. 9—12. 

S. 84, 2.16—4 v. u. Ebd. $. 708, Z. 1316. 

S.84, 2.3—1 v.u. sind neu. Legt man durch einen Kreis k auf einer der 
Kugeln S, etwa auf S,, alle hindurchgehenden Kurven c, so erhält man eine Integral- 
fläche der D,,, die von oo! Kugeln des zu D,, gehörigen Kugelkomplexes berührt 
wird, und zwar von jeder in einem Kreise. Die Mittelpunkte dieser Kugeln liegen 
auf der Kurve c, die durch den Mittelpunkt von k auf S, geht. Die so erhaltenen 
00° Integralflächen der D,, liefern bei der Geradenkugeltransformation die 00% von 
Lie erwähnten geradlinigen Integralflächen der entsprechenden D,ı. Schrumpft der 
Kreis auf einen Punkt zusammen, so erhält man eine Kurve c als Integralverein 
der D,,. Diese wird von oo! Punktkugeln des Kugelkomplexes berührt, und es ent- 
spricht ihr eine dem Komplexe H — 0 angehörige geradlinige Integralfläche der D,,. 


12 > 


BB AT TB ZB 1,85.908, 4 7 eo - Bbw.a 

S. 85, 2. 6—9. Ebd. 8. 708, 2.14—11v.u. 

S. 85, 2. 11—15. Ebd. 2.105 y.u. 

8.85, 2.1823. Ebd. 2.42 y.u. 

>85, 2.14, 1v.u. Ebd. 8, 708, 2.1 v.u., 709, 2.1t. 

8.85, 2.4—2v.u., 86, 2.1. Ebd. 8. 709, 2.3—15. S.136, 2.2 v. u.—-137, 


2.1—4 steht jetzt 8.29, 2.84 v. u., 380, 2.1. Die Stelle $.140, 7.10—5v.u. 
steht jetzt S. 33, 2.13 —8v.u. 

S. 86. Vgl. Bd. III d. Ausg. Abh. XXXVIII (1882), S. 537—541. 

S. 86, 2. 13f. Bd. I, S. 709, 2. 17—19. 

S. 86, 2.12 v.u. Ebd. 2. 29. 

S. 86, 2.11—9 v. u. Ebd. Z. 30. 

S. 86, 2. 20—14 v.u. Ebd. Z. 20—28. 

S. 86, 2.15, 14 v. u. Ebd. Z. 31—83. Die Stelle 8. 155 steht jetzt auf $. 49, 

S. 87, 2.4—6. Bd. I, S. 709, 2.18 v. u.— 710, 2.6. Die Gl. 8. 185, 7. 5f. steht 
Jetzt S. 87, 2.2. 

8. 87, 2.17—19. Bd.I, S. 710, 2.7—25. Auf 2.25 wird auf S. 186, 188 ver- 
wiesen, das ist jetzt $. 88, 90. 

S. 87, 2.5,4v.u. Bd. LS. 7102726 3. 

S. 87, 2.4—1 v.u. sind neu. Das allgemeine Integral entspricht ja eben dem 
von Bonnet betrachteten Falle. Andererseits schreibt Darboux in einem Briefe 
vom 9. 12. 1871: 

„Vous me demandez l’intögrale de l’equation aux derivees partielles des sur- 
faces ayant pour repr6sentations spheriques des ellipses homofocales. En cherchant 
dans mes notes voici ce que je trouve.““ 

Leider sind die von ihm angegebenen Formeln nicht ohne Weiteres verständlich. 
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8.87, 2.19, 18 v.u. Bd. I, S.710, 2.2,1v.u. 
S. 87, 2. 13—11 v. u. Vgl. S. 83, 2. 12—22 und Bd. I, S. 711, 2.1—3. 
S. 87, Z. 10-6 v. u. Bd. I, S. 711, Z. 4—6. S. 168 ist jetzt S. 67. 
S. 88, Z. 14f. Vgl. S. 26, 2.5, 4 v. u. Über den Komplex Const. — 0 vgl. Bd. I, 


S. 690, Z. 23—26, wo auf die Stelle hier S. 32, 2. 4—1 v. u., 33, Z. 1—4 verwiesen ist. 
Vgl. auch die Anmerkung zu Bd. II, S. 40, 7. 4—12, S. 865. 

S. 88, 2. 20—13 v. u. Bd. I, S. 711, 2. 10—13. 

S.88, 2.12—7 v.u. In Bd.I, S. 186, Z.13—8 v.u. wird dieser Satz ohne 
weitere Bemerkung ausgesprochen. Es ist nicht zu ersehen, warum Lie ihn jetzt 
als „bekannt‘‘ bezeichnet. Die Anm. ebd. Z. 3—1 v. u. (vgl. auch S. 711, Z. 15—17) 
ist jetzt weggelassen. 

S.89, 2.48 v. o., 2,1 v. u. Bd. I, S. 711, 2. 18—33. 

Die Schlußbemerkungen des $18 sind S.70, Z2.16—13 v.u. Aber erst der 
Hinweis auf Nr. 63 (in Bd. I, Nr. 53) bringt volle Klarheit. — Nr. 51 ist jetzt Nr. 61, 
S.78. — 8.179, Nr. 53 ist jetzt S. 80, Nr. 63 und S. 171, 2. 15—20 jetzt S.70, 
2.16—13 v. u. 

S. 89, 2. 12f. Bd. 1, S. 711, 2.19—16 v. u. 

S. 89, 2. 13f. Ebd. Z. 15—10 v.u. 

S. 89, 7.11—9 v. u. Ebd. 2. 9—3 v. u. 

8.89, 2.7,6v.u. Ebd. S. 712, 2. 1f. S. 177 ist jetzt S. 78. 

S. 90, Z. 9f. Der Zusatz ‚alle nicht röhrenförmigen‘“ fehlt Bd. I, S. 188, Z. 11. 

S. 90, Nr. 68 ist neu. Siehe Picart, ©. R.46 (1858), S. 356—-358. „M&moire 
sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou spheriques. Extrait par 
l’auteur.‘‘ Auf S. 358 ist die Rede von den beiden Systemen von Kugeln, auf denen 
die Krümmungslinien liegen, wenn sie alle sphärisch sind. ‚„‚Jaque sphere d’un systeme 
coupe toutes les spheres de l’autre systeme sous des angles dont les cosinus sont pro- 
portionnels aux cosinus des angles que ces mömes spheres forment avec la surface.‘ 

S. 91, 2. 12—22 v.o., 6—1 v. u. Bd.I, S. 712, 2. 7—21. Der Ausnahmefall 
wird auch hier Z. 6—3 v. u. erwähnt, und Z. 2,1 v.u. lauten hier wie dort. 

S. 91, 2. 23—30. Ebd. 2. 22—713, 2.19. — 8.178, Z2.10—8 v.u. steht jetzt 
S. 80, 2. 14—16. Vgl. S. 889, 2.8—11. 

S. 92, 2. 9—11. Bd. I, S. 713, 2. 20£. 

S. 92, 2.15. „anschließen‘‘, das heißt, deren Punkte auf der Fundamental- 
kugel liegen. 

S. 92, Z.17—19. Die zweite, darauf senkrechte, Richtung ist die, in der die 
Ebene des Flächenelementes den Umdrehungskegel berührt, der dem Punkte des 
Elementes durch den zugehörigen Komplex C zugeordnet wird. 

S. 92, 2.17—20. Bd. I, S. 713, 2. 22—714, 2.3. — S. 181 ist jetzt $. 83. — 
Vgl. übrigens die von Lie neu hinzugefügte Anm. S. 92, Z. 9—1v.u. 

S. 93, Z. 17—20. Die Anm. Z2.5—1 v.u. ist neu und in der Tat geeignet, das 
Verständnis zu erleichtern. 

Wir haben auf S. 889, in der Anm. zu S. 81, Z. 14—18, gesehen, wie man die 
Differentialgleichung der Kurven s und o auf einer beliebigen Kugel findet. Um diese 
Betrachtungen auf den Fall anwenden zu können, wo die Kugel auf eine Punktkugel 
zusammenschrumpft, das heißt, auf einen Punkt mit allen seinen Elementen, müssen 
wir zunächst auf einer beliebigen Kugel X,, Y,, Z,, H, an Stelle von z und y die 
Größen p und qaals Veränderliche einführen. Das geschieht mit Hilfe der Gleichungen: 


en, \ 


Dana er anne era 
v!+P+q v!+P+@ 
Wir haben daher in Gl. [53], S. 888 zu setzen: 
Be: A SEEN Sa 


vi+pe+e vi+pP+gq 
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Dann können wir den Faktor H, weglassen und nachher zur Grenze für H,=0 
übergehen, indem wir in u und w setzen: = X,, y= Y,,2= Z,. Die Differential- 
gleichung 1. OÖ. und zweiten Grades in p, q, die dabei herauskommt, bestimmt die 
beiden Scharen von Kegeln, welche die D,;, dem Punkte X,, Y,, Z, zuordnet, und 
zwar werden diese Kegel dargestellt als Klassenkegel, umhüllt von Ebenen mit den 
Richtungskoeffizienten p: q:—1. 

Hier kommt nun bloß der Fall in Betracht, daß in jedem Punkte oo! Um- 
drehungskegel vorhanden sind und daß diese oo! Umdrehungskegel zu oo? linearen 
Kugelkomplexen gehören. Man zerlegt daher zunächst die o0* Kegel in oo! Scharen 
von je oo? Kegeln gleicher Öffnung. Für jede dieser Scharen müssen dann die 
00° Kegelachsen das System der Normalen von oo! Kugeln bilden. Jede solche 
Kugel ist die Fundamentalkugel eines der linearen Kugelkomplexe. Das ist der 
Sinn der Vorschriften S. 93, Z. 18—6 v. u., 94, Z. 1f. 

S. 94, Z. 8, nämlich durch eine beliebige Gleichung zwischen A und u. 

5.94, 2.5—1 v. u. Diese Anm. ist neu. Ist = w(z,, 4) die gegebene Fläche, 
so bilde man die beiden Gleichungen: 


2 — WR, Y)= u, (t — %)+ wYy—Y%) P wt+t qw,+1=0 


und füge eine beliebige Gleichung: y, = 9 (z,) hinzu. Wenn man dann x, als Funktion 
von x, yauffaßt und nach x, y differentiiert, erhält man im ganzen sechs Gleichungen, 
aus denen man die fünf Größen z,, 9 (2), @' (20), 02:92, 0x,:9y wegschaffen kann. 
Das Ergebnis ist die von Lie beschriebene Differentialgleichung 2. O. 

Setzt man in den beiden ursprünglichen Gleichungen y, = p(z,) und denkt 
sich z, eliminiert, so erhält man das allgemeine erste Integral, nämlich die lineare 
partielle Differentialgleichung 1. O., deren Charakteristiken sind die senkrechten 
Trajektorien der oo! Tangentialebenen der Fläche = w(z,, y,) längs der Kurve 
Yo = P(t,). Das erste Integral, das sich bei bestimmter Wahl von p(z,) ergibt, ge- 
hört zu einem Kugelkomplexe, der umhüllt wird von gewissen oo! linearen Kugel- 
komplexen. Die zugehörigen Fundamentalkugeln sind dieoo! Tangentialebenen längs 
der Kurve 9, = p(z,), und die Komplexkugeln schneiden immer die Fundamental- 
kugel senkrecht. Der Enveloppenkomplex A aller 00? linearen Kugelkomplexe be- 
steht aus den Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Fläche 2, = w(x,, Y) liegen. 

Durch den Punkt jedes Flächenelementes geht eine diskrete Anzahl von Tan- 
gentialebenen an die Fläche, die auf der Ebene des Flächenelementes senkrecht 
stehen. Diese Tangentialebenen sind die Fundamentalkugeln der linearen Kom- 
plexe C', denen das Flächenelement angehört (S. 92, Z. 16f.). Die Umdrehungskegel, 
die dem Punkte des Flächenelementes zugeordnet sind, werden gebildet einerseits 
von den durch den Punkt gehenden Tangentialebenen an die Fläche, andererseits 
von den Ebenenbüscheln, welche die Normalen dieser Tangentialebenen zu Achsen 
haben. Die Winkelöffnungen sind hier alle = 0, und an die Stelle der oo? Kugeln 
S. 94, 2.2 treten die oo? Tangentialebenen der Fläche. «' 

5294.27. 02012. var Boris 7147.49 99, 

S.94, 2.11,10v.u. Daß die Kurven s, o Kreisscharen sind, ist in Nr. 63 bewiesen. 

S. 95, 2. 6—8. Bd. 1, S. 714, 2.18—14 v. u. 

S. 95, 4. 18—20. Ebd. 2. 13—11v.u. 

S. 95, 2. 23—25. Ebd. S. 714, 2.10 v. u.— 715, 2. 3. 

S. 95, 2.6—3 v.u. Ebd. S. 715, 2.4—6. S.191, 2.6—3v.u. jetzt S.94,11—8v.u. 

S. 96, Z.8—10 v.o. und 2, 1 v.u. Die Anm. ist neu. Vgl. Bd. I, 715, 2. Tf. 
Jede Integralfläche scheidet aus jedem der beiden allgemeinen ersten Integrale ein 
bestimmtes partikuläres aus, das nämlich, dem sie genügt. Sie bestimmt daher eine 
Relation zwischen den Parametern A, u der oo? linearen Komplexe II (X, Y,Z,H, 2, u) 
— (), welche das allgemeine Integral definieren. Ihre Haupttangentenkurven der 
einen Schar verteilen sich auf die hierdurch bestimmten oo! linearen Komplexe. 


Partielle Differentialgleichungen 2. O. 893 
S. 96, Z. 11 v. 0.—9 v. u. Hiermit ist bewiesen, daß die Differentialgleichung: 
(A) rtt—s®?=©(z, y,2,P,9) 


in dem Sinne zu der Kurvenschar: y"’ = 0, z’’ = 0 gehört, daß auf jeder Integral- 
fläche jede charakteristische Kurve in jedem ihrer Punkte von einer Geraden be- 
rührt wird, die drei zusammenfallende Punkte mit der Fläche gemein hat. 


Es liegt nun nahe zu fragen, ob (A) noch zu einer anderen Kurvenschar: 


(B) y" = P(z, y, 2, y,2), "=y(s,y2, y, z') 
in demselben Sinne gehören kann. Dann müssen die beiden Wurzeln der Gleichung: 
(©) r+2sy+tyf?’=0, 


welche die Charakteristiken von (A) bestimmt, die Gleichung [2] auf S. 882 be- 
friedigen und folglich auch die Gleichung: 


(D) ve,y2Yy,p+qay)— aß y,2y,p+qy)=0. 
Mit anderen Worten, die beiden Wurzeln von: 
(E) (+ ty? + dla, y,2,p, = 0 


müssen auch Wurzeln von (D) sein. Das ist offenbar nur möglich, wenn (D) eine 
Identität ist, das heißt, wenn £ und y beide identisch verschwinden. 


Demnach ist die Schar der Geraden die einzige vierfach unendliche Kurven- 
schar, zu der die Gleichung (A) in dem hier betrachteten Sinne gehört. 


Lie erwähnt die hier behandelte Frage nicht, doch kann ich nicht bezweifeln, 
daß er sie sich auch vorgelegt hat. Er brauchte sich aber nicht näher damit zu be- 
fassen. Da nämlich die Charakteristiken von (A) durch (C) bestimmt werden, sind sie 
unter allen Umständen Haupttangentenkurven auf den Integralflächen. Daraus 
aber folgt (S. 73, 2. 11—17, Bd. 1, S. 702f.), daß für jedes Integral 1. O. die Cha- 
rakteristiken auf jeder Integralfläche die eine Schar von Haupttangentenkurven 
bilden, daß also jedes Integral 1. O. eine D,, ist (S. 49—51). 


Ebenso wie die D/, zur Schar aller Geraden gehören, gehören die D/, zur 
Schar aller Kugeln, und zwar kann man vom Standpunkte der Berührungstrans- 
formationen aus diese beiden Fälle einer Frage von großer Allgemeinheit unter- 
ordnen. Man denke sich nämlich eine Schar von oo? Vereinen V von je oo? Elementen 
gegeben, die keiner partiellen Differentialgleichung 1. O. genügt. Auf jedem Vereine® 
von oo? Elementen sind dann gewisse Elementstreifen dadurch definiert, daß ® in 
jedem Elemente eines solchen Streifens mit einem der oo! hindurchgehenden Ver- 
eine V auch noch ein unendlich benachbartes Element gemein hat (S. 882, 872). 
Man kann nach den partiellen Differentialgleichungen 2.0. fragen, auf deren 
Integralvereinen die beiden Scharen von charakteristischen Streifen eben Element- 
streifen dieser Art sind. 


Wir beschränken uns, um nicht zu weitläufig zu werden, auf solche Scharen 
von oo? Vereinen V, die durch zwei Differentialgleichungen von der Form: 


7 0418,4,2.0400, 78290224) 


definiert sind, unter &, ß algebraische Funktionen verstanden. Ist dann ® irgend ein 
Verein, der durch das Element z, y, z, p, q geht, so sind dessen unendlich benachbarte 
Elemente durch die Gleichungen: 


dp=rdrz-+ sdy, dq— sdz+tdy 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II SH 
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bestimmt. Soll eines dieser Elemente einem durch x, y, 2, p, q gehenden Vereine V 
angehören, so müssen die Gleichungen: 


dp= (2, y,2,p, 94, dr + P(z, y, 2, p, q, T)dy, 
dq=P(z, y,2,p,r)de + rdy 
durch geeignete Wahl von r befriedigt werden können, es muß also werden: 
(r —a(8, 92,9, , V)dAc+ (s— P)dy=0, 
(—Bdz+ (—m)dy=0, 
woraus sich die Bedingung: 
(r — a, y, 2,9, ,D)t — Tr) — (s— Piz, y,2,p,g, vd’ —= 0 


ergibt. Durch Elimination von 7 erhält man eine algebraische Gleichung von dem 
Grade m Z 2, die Differentialgleichung der U-Krümmungslinien (S. 870, 2.79): 


w(X, y, 2,9, r, 5, t)dy®r + wdymride+ ..-—0. 


Ist nun F(z, y, 2, p, q, r, s, t)— 0 eine partielle Differentialgleichung 2. O., so 
bilden wir die Differentialgleichung der Charakteristiken: 


F,day® — F,daydz + F,da?— 0 


und müssen verlangen, daß die linke Seite der vorletzten Gleichung durch die der 
letzten teilbar ist. Das liefert zwei partielle Differentialgleichungen 1. O. für F. 
Damit diese gemeinsame Lösungen haben, müssen x und ß gewissen Integrabilitäts- 
bedingungen genügen, die zum mindesten im Falle deroo® Kugeln identisch erfüllt sind. 

3.96, 2.8—3 v.u., 97, 2.1—12 sind neu. Der Satz $. 97, Z. 1f. ist S. 78, 
7.7—4 v. u. für die D/, ausgesprochen, überträgt sich aber unmittelbar auf 
die D}\. Der Satz S. 97, 2. 2f. ist nirgends wirklich ausgesprochen. Auch ihn macht 
man sich am besten für die D,, klar. Eine D,, ordnet nämlich Jedem ihrer Flächen- 
elemente durch die zugehörige charakteristische Richtung eine Krümmungsrichtung 
zu, während die zweite Krümmungsrichtung dazu senkrecht und also auch von 
vornherein bestimmt ist (S. 52—55). Diese D,, ist nun ein erstes Integral jeder De 
bei der jedem der oo? der D,, angehörigen Flächenelemente gerade die beiden durch 
die D,, bestimmten Krümmungsriehtungen zugeordnet sind ($. 78, Z. 17—21). Die 
Übertragung auf die D// und D,, liegt auf der Hand. 

Sind die Voraussetzungen $. 97, 2. 6—8 erfüllt, so gibt es offenbar unbegrenzt 
viele D,\, denen beide Flächen genügen. Hat man eine solche D// gewählt und gibt 
es kein erstes Integral dieser D//, das von beiden Flächen befriedigt wird, so ist die 
Berührungskurve auf beiden Flächen eine Charakteristik der D/, und also eine 
gemeinsame Haupttangentenkurve. Befriedigen die Flächen beide ein erstes Integral 
der D//, so ist dieses eine D,,, und die Berührungskurve ist eine charakteristische 
Kurve dieser D,,, also wieder eine gemeinsame Haupttangentenkurve. 

2. 10—12 hätten deutlicher so gefaßt werden sollen: „einander nach einer ge- 
meinsamen Haupttangentenkurve berühren, so haben sie in jedem Punkte dieser 
Kurve dasselbe Krümmungsmaß.“ 

Ennepers Abhandlung hat den Titel: „Untersuchungen über einige Punkte 
aus der allgemeinen Theorie der Flächen‘, Ann. II (1870), S. 587—623. Die Anm. 
auf S. 596 enthält den bekannten Enneperschen Satz über die Beziehung des Gauß- 
ischen Krümmungsmaßes zur Torsion der Haupttangentenkurven. Aus diesem folgt 
in der Tat der zweite Teil des Lieschen Satzes, also Z. 10—12, unmittelbar, da die 
beiden Flächen längs der gemeinsamen Haupttangentenkurve offenbar gleiches 
Krümmungsmaß haben. Dagegen kann ich allerdings nicht sehen, auf welche Weise 
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der Ennepersche Satz den Beweis des ersten Teiles des Lieschen, Z. 6—9, er- 
leichtern kann. 
Unabhängig von der Lieschen Theorie gestaltet sich dieser Beweis so: Werden 
die auf die zweite Fläche bezüglichen Größen durch Striche gekennzeichnet, so ist 
längs der Berührungskurve: 
rde+sdy=r'de+ s’dy, 


sde+tdy= sde+t'dy, 


rtt— 2=ert —s’®, 
also auch: 
(r — r')e —!)= (s— 8), 


rda? + 2sdedy+ tdy = r’da? + 2s’dedy+ tidy. 
Befriedigt man die vorletzte Gleichung, indem man setzt: 
"— r=2, s— sis, ty, 


so wird: Ade+udy=0, und es ergibt sich, daß in der letzten beide Seiten ver- 
schwinden, daß also die Berührungskurve wirklich eine gemeinsame Haupttangenten- 
kurve ist. 

Auch auf den Enneperschen Satz scheint Lie durch F. Klein aufmerksam 
gemacht worden zu sein. Dieser schreibt nämlich am 14. 8. 1871 aus Düsseldorf: 
„Kürzlich blätterte ich ganz zufällig in den Gött. Nachr. 1870 und finde dort in 
einem Aufsatz von Enneper über „asymptotische Kurven“ den folgenden Satz, der 
Deinen Satz vom Krümmungsmaße impliziert: Der reziprok genommene Torsions- 
radius einer Haupttangentenkurve ist gleich dem (ich denke mit einem konstanten 
Faktor multiplizierten) Krümmungsmaße.“ 

Da Klein damals die neue Bearbeitung von Abh. XII in Bd. I noch nicht 
kannte, muß man schließen, daß er mit dem Satze S. 97, 7. 6—12 schon seit längerer 
Zeit bekannt war. Lie wird ihm den Satz in einem seiner zahlreichen, leider nicht 
mehr vorhandenen Briefe mitgeteilt haben. 

S. 97, 2.12—9 v.u. Vgl. 8.62, 2.1—4 und die Anm. $. 873. Dort ist allerdings 
F(X, Y,Z)=0 als eine D,, aufgefaßt; aber die durch dieselbe Gleichung dar- 
gestellte D,, ist ja mit dieser D,, gleichbedeutend, da sie aus dieser durch die Ge- 
radenkugeltransformation hervorgeht (S. 29, Gl. (2) oder (3) und Bd. I, S. 687). 

S. 97, Z.9—5 v. u. Vgl. S. 61, Z. 16—6 v.u. und die Anm. S. 873, 2.24. Die 
infinitesimale projektive Transformation, die jeden Linienkomplex F (X, Y, z2)=0 
invariant läßt, ist: 6x = zöT, öy = ÖT, ö2—(. 

S. 97, 2.5 v.u.—98, Z.8. Diese W-Kurven haben die Gleichungen: z2= c, 
2 —cy= a; es sind alle zur x, y-Ebene parallelen Geraden des linearen Komplexes 
H=00oder:de+ ydz— zdy=. 

S. 98, 2.999, 2.25 ist eine vollständige Umarbeitung von Bd. I, S. 194, 
2.18 v.u.—195, Z. 22. Lie hat Absätze hinzugefügt und einzelnes umgestellt. 

S.98, Z.20—22. Ein spezieller linearer Kugelkomplex besteht nach S. 31, 
2.129 v. u. aus allen Kugeln, die eine gegebene Kugel berühren. Zwei verschiedene 
Kugeln mit demselben Mittelpunkte berühren nun außer den Kugeln mit diesem 
Mittelpunkte keine anderen Kugeln als die durch den Mittelpunkt gehenden Minimal- 
ebenen. Die 00° Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer Ebene liegen, berühren daher 
dann und nur dann alle dieselbe Kugel, wenn die Ebene eine Minimalebene ist. 
Einem solchen Kugelkomplexe entspricht dann im Linienraume der Komplex aller 
Geraden, welche eine zur z, y-Ebene parallele Gerade des Linienkomplexes H = 0 
schneiden; die Minimalebene wird ja durch eine solche Gerade abgebildet (S. 30, 
2.1—3). 

57* 
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S. 98, 2.13, 12 v. u. Die Klasse der imaginären Developpabeln ist ja die Zahl 
der durch einen Punkt gehenden Minimalebenen, welche die Developpable berühren. 
Im Raume r wird aber der Punkt durch eine Gerade des Komplexes H = 0 ab- 
gebildet, und die durch ihn gehenden Minimalebenen durch die Eirzeugenden der 
Singularitätenfläche, welche diese Komplexgerade schneiden. 

S. 98, 2. 11—7 v. u. Lie stützt sich dabei auf den Satz, daß die Flächen eines 
irreduzibeln Orthogonalsystems in eine um den Kugelkreis beschriebene Develop- 
pable eingeschrieben sind. In Bd. I, S. 195, Z. 17—22 führt er diesen Satz an, be- 
schränkt sich aber auf den Fall, daß F= 0 eine Schar von konfokalen Flächen 
zweiten Grades ist. 

5.98, 2.6—4 v. u. Alle oo? Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen 
Minimalgeraden liegen, werden in r abgebildet durch oo? Gerade, welche eine Ge- 
rade des Komplexes H = 0 schneiden, nämlich die Bildgerade der Minimalebene, 
welche durch die Minimalgerade geht. Diese Bildgerade aber gehört der speziellen 
linearen Kongruenz an, die von allen zur x, y-Ebene parallelen Geraden des Linien- 
komplexes H — 0 gebildet wird. 

Eine Developpable, die den Kugelkreis enthält, wird von oo! Minimalgeraden er- 
zeugt und von den oo! hindurchgehenden Minimalebenen umhüllt. Der Komplex 
der Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Developpabeln liegen, wird daher von den 
oo! linearen Kugelkomplexen umhüllt, die durch die Minimalebenen bestimmt sind 
(S. 895, 7.10—1 v.u.). Ihm entspricht in r ein Linienkomplex, der umhüllt wird 
von den oo! speziellen linearen Linienkomplexen, die durch die oo! den oot Minimal- 
ebenen entsprechenden Geraden jener speziellen linearen Kongruenz bestimmt sind. 
Wir erhalten also wirklich in r eine jener Kongruenz angehörige Linienfläche, und 
der umhüllte Linienkomplex besteht aus allen Tangenten dieser Linienfläche, näm- 
lich aus allen Geraden, die zwei zusammenfallende Erzeugende der Linienfläche 
schneiden. 

5.98, 2.3 
S. 63f. 

S. 99, 2. 1—9. Eine Umarbeitung von Bd. I, S. 194, 2. 18—1 v. u. 

S. 99, 2. 21—23. Bd.I, S. 715, 2. 20—22. Die spezielle lineare Kongruenz 
besteht aus allen zur z, y-Ebene parallelen Geraden des Komplexes H = 0. 

S. 99, 2. 23—25. Ebd. 2. 23—31. 

8. 100, 2. nn 10 v. u. besser: „jede dieser beiden Flächen... haben kann“. 

S. 100, 2.7,6 v. u. Bd. I, S. 196, 2. 9,8 v. u. steht: ‚‚die N reell sein kann“. 
Die . a ist wirklich eine Verbesserung. 

S. 101, 2. 7—10. Bd. I, S. 715, 2.11, 10 v.u. 

S. 101, Z. 11—17. Ebd. S. 715, 2.9 v. u.—716, 2. 16. 

S. 102, 2.13—8 v. u. Ebd. S. 716, 2.15 v. u.— 717, 2.2. 

S. 102, 7.2 v. u.— 108, 2.7. Die sehr knapp gefaßte Aufzählung Bd. I, S. 198, 
2.8 v.u.—199, Z.1v.u. wird hier bis in alle Einzelheiten durchgeführt. 

In seiner Dissertation: „Über die verschiedenen Gattungen der Komplexe 
zweiten Grades‘, Ann. Bd. VII (1874), S. 145—207 nimmt A. Weiler auf Lie Bezug. 
Man findet dort die Lieschen Komplexe, soweit sie nicht zerfallen, auf S. 205f. 

S. 103, 7. 13f. Cremona, „Sulle superficie gobbe di quarto grado“, Bologna, 
Acc. Mem. II. Ser., Bd. 8 (1868), S. 235—250. Opere Bd. II (1915), 5. 420—431. 

S. 108, Z. 1—7. Die hier behandelte Frage hatte Lie in Abh. XII von Bd.1I 
(s. S. 199) überhaupt noch nicht gestellt. Daß er sie jetzt stellt und beantwortet, hat 
F. Klein veranlaßt, der ihm am 29.7. 1871 einen zur Durchsicht erhaltenen Teil 
des Manuskripts der Abh. XII in Bd. I zurückschickte und u. a. folgende Bemerkung 
machte: „... stelle ich die Frage auf, inwieweit die von Dir aufgestellten 25 Kom- 
plexe eine charakteristisch begrenzte Gruppe bilden, und ob nicht manche von 
ihnen identisch sind. (Wo dann die Verschiedenheit der Abbildung davon herrührt, 


1v.u. vgl. hier S. 106, Z. 14—17 und F. Klein, Ges. Abh. Bd. I, 
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daß man bald den einen, bald einen anderen ihrer Fundamentalkomplexe zugrunde 
gelegt hat.)“ 

S. 108, 2.8 v.o0.—1v.u. ist alles neu. Das ‚‚wiederholt‘‘ auf Z. 8 ist auffallend. 
Ich kann nur eine frühere Stelle finden, wo das angedeutet ist, nämlich S. 64, Anm. 
Vgl. auch die Erläuterung dazu $. 874f. — Das „also zugleich“ auf Z. 16 bedeutet: 
„also insbesondere‘‘, denn die Regelfläche 4. O. mit zwei Leitgeraden ist eine Aus- 
artung der Kummerschen Fläche. — Zu Z. 21—23 vgl. Bd. I, Abh.X, S. 97—99. 

S. 108, Z. 11—1 v. u. Die betreffenden linearen Komplexe bilden das Büschel 
von Komplexen, das durch die beiden geraden Leitlinien bestimmt ist, sie ent- 
halten also die ganze Linienkongruenz, der die Regelfläche angehört. Nach S. 38, 
2. 9—13 liefert jeder solche Komplex eine nicht geradlinige Haupttangentenkurve 
der Regelfläche. Deswegen kann man sagen, der Komplex steht zu der Regelfläche 
in derselben Beziehung, in der ein allgemeiner Komplex zweiten Grades zu seiner 
Singularitätenfläche steht. 

S.109, Z.14—19. Vgl. S.52, Nr. 42, S. 62—64, Nr.50 und Bd.I, S.717, 
2.7—9. 

S. 109, Z. 20. Man erinnere sich an S. 101, 2. 10f. 

S. 109, Z. 12—10, 5, 4 v. u. Bd. I, S. 717, 2. 12—718, 2. 22. 

S.109, Z.4—1 v.u. Der schon auf $S. 858 erwähnte Brief von Darboux 
beginnt so: 

„Je m’empresse de repondre ä votre lettre parceque je vois que je me suis ımal 
explique sur un point essentiel. j’ai €crit Ja m&me chose aM. Klein, mais lui s’est 
rendu mieux compte (probablement parceque j’ai &t& plus clair) de ce que j’ai trouve, 
et qui concorde exactement avec vos resultats. 

„Etant donne&e la relation 


4) f(&, By, R)= 0 


entre les elements de la sphere principale, je cherche une autre relation de la m&eme 
forme 


9(&,B,y, R)=C 


et je suis conduit A l’equation differentielle 


ee ofop  ofop of 3) 


0x 0a "aß aß" 9y0y OAROR 


= (2 +... (8) (7) . ı 

io) a8) I oe) + ar) 
Je suis loin de chez moi et je ne puis verifier si vous avez donne cette @quation. 
Cela pose sia, ß,y, R font parti d’un systeme orthogonal ds? — H?do?—+ +» - cette 


&quation se ramene A la forme @l&gante en supposant que o = (*. 
Soit la relation (1) 


öp \: Op \2 (dp \:_ 
(m2,) “ (1,80.) u (1,86) Eu 


equation qui s’integre sans difficult& pour les deux permiers syst&mes orthogonaux. 
Mais le nombre des dimensions importe peu. Depuis j’ai etendu tout cela. Mais vous 
voyez, que pour ce que je vous ai communique le resultat concorde simplement avec 
celui de M. Klein, et avec le votre.‘ 

S.110, 2.2. Ebd. S. 718, 2. 23—26. 

S. 110, Z. 6—10. Hier S. 98, 2. 11—7 v.u. 

S. 110, Z. 11—18. Bd. I, S. 718, Z. 19—16 v. u. S. 159, 164 sind jetzt 
S. 54, 61f. 
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S.110, 2.19—22. Bd. I, 8.718, 2.15 v.u.—719, Z.16. Die Gl. 8. 719, 2.5 
kann man ja auch so schreiben: 

MITTE a 
lesen. 
wo k, und k, fest gewählt sind, und o einen Parameter bezeichnet. 

8.110, 2. 6—1 v. u. Ebd. S. 719, Z. 17—22. 

8.111, 2. 1—6. Ebd. 8. 719, Z. 23—722, 2. 3. Dabei ist S. 170, 2.5 v. u.—171, 
2. 9 jetzt S. 70, 2. 1—14. — $. 169 ist jetzt S. 68. — Nr. 65 ist jetzt Nr. 78. — $. 181 
ist jetzt S. 83. — Abh. XI, S. 146—151 ist jetzt $. 39—43. 

S. 111, 2. 6—11. Bd. I, S. 722, Z. 4—729, 2.21. Dabei ist $. 202, 2. 6f. jetzt 
8.111, 2. 10f. — S. 136, Z. 13—6 v. u. jetzt $S. 29, 2.17—l11v.u.—S. 134, Nr. 21a 
ist jetzt 8.28, Nr. 26a. — 8.184 ist ein Druckfehler für $. 181, jetzt 8.83. — 
8.205, 2. 7f. ist jetzt S.114, 2.7f. — 8.208, Nr. 66, 7.7—21 ist jetzt $. 112, 
Nr. 79, Z. 9—21, 113, 2. 1f. 

S. 111, 2.17—21. Bd. I, S. 729, Z. 22—27. Dabei ist $. 168f. jetzt S. 67f. 

8.111,2.2,1 v.u, Bd;E, 8, 789, 2 83-34. 

S. 112, 2.20—5 v.u. Ebd. S. 721 und 8.729, 2.18—11 v.u. $.203, 2. 6,5. v.u. 
ist jetzt S. 112, 2.6,5v.u. 

S. 112, 2. 3—8. Bd. I, S. 729, 2. 10—8 v. u. Dabei ist 2.4 jetzt 2. 6. 

8.112, 2.4—2 v.u. Ebd. S.729, 2.7 v.u.— 730, 2.2. Dabei ist $. 1715 
2. 10—15 jetzt S. 70, Z. 15—20. 

S. 112, 2. 9—21, 113, Z. 1f. Bd. I, S. 727. 

S.112, 2. 13—19. Bd. I, S. 730, 2. 4—9. Dabei ist 8. 134, 2.85 v.u. jetzt 
S. 28, 2. 3—6. 

S. 113, 2.2. Siehe die Anm. zu Bd. I, Abh. VIII, S. 91, 2.2 v. u., S. 665. 

8.113, 2.8. Bd. 1, S. 730, 2. 11—18. 

S.113, 2. 12, nämlich nach 8. 111, Z. 6—11. 

8.113, 2.11—114, 2.8. Bd.I, S. 730, Z.16—732, 7.20. Dabei ist $. 204, 
2.15 v. u., 11—9 v. u. jetzt 8. 113, 2. 14 v. u., 2.10,9v.u. — 8. 208, 2.8—5v.u., 
204, 7.1,2 sind Druckfehler, statt 204 und 205 und stehen jetzt 8. 113, 4.8—5 v. u., 
114,2,1,2. 

S.114, 2. 9—24. Bd. I, S. 732, 2. 21—733, 2.11. 

S.115, 2.1—21 ist neu. Kleins Brief war vom 29.3. 1871. Über Kleins 
Begriff der involutorischen Lage zweier Komplexe in bezug auf eine gemeinsame 
Gerade und der Involutionssysteme von Komplexen s. dessen Ges. Abh. Bd. I (1921), 
S. 109, 122. 

S. 115—118, $ 25 ist gegenüber Bd. I, S. 206—208, $ 24 ganz wesentlich ver- 
ändert. Die geschichtlichen Mitteilungen 8.115, 7.5 v.u.—116, 7.4 (Ann. V, 
S. 251, 2. 6—15) sind nach Lies Angabe während der Korrektur infolge eines Miß- 
verständnisses hinzugefügt worden. Deshalb hat Lie 1893 den Sachverhalt in Bd. III 
der Th. d. Trfsgr. S. 138, 7. 7—1 v. u., 139, Z. 22—8 v. u. richtiggestellt. 

S. 115, Z2.10—7 v.u. Clebsch, Über die Flächen 4. O., welche eine Doppel- 
kurve 2. Grades besitzen. Crelle Bd. 69, nicht 67 (1868), S.142—184. C. Jordan, Sur 
une equation du 16&me degre, ebd. Bd. 70 (1869), S. 182—184. 

S.116, Z.1. F. Klein, Über eine geometrische Repräsentation der Resol- 
venten algebraischer Gleichungen, Ann. IV (1871), S. 346—358, Ges. Abh. Bd. II 
(1922), S. 262—274, wo die „Note“ auf S. 274 steht. 

S.116, 2. 15—18. Bd. I, S. 733, Z. 19—23. 

S. 116, Z. 18—21. Ebd. 2. 241. 

S. 116, Z. 21—23. Vgl. S. 33, 2.13—8 v. u. 

S. 116, Z.12—9 v.u. „Zur Theorie der Kummerschen Fläche und der zu- 
gehörigen Linienkomplexe 2. Grades.“ Gött. Nachr. 1871, S. 44—49. In den Ges. 
Abh. Kleins nicht abgedruckt. 


Gewisse Linienkomplexe 2. Grades 899 


8.116, Z.4—1 v.u. Vgl. auch Bd. I, Abh. IV, 8.63, Z.16—18 und S. 632, 
2. 24—35. 

S. 117, Z.1—6. Vgl. Bd. I, Abh. VIII (1870), S. 91 und S. 665, 2. 7—9. 

S. 117, 2.4—1 v.u. Vgl. Bd. I, S. 207, 2.4—1 v.u. In dem schon auf S. 858 
und 897 erwähnten Briefe schreibt Darboux: 

„Quant aux complexes de spheres, il y a assez longtemps que je m’en occupe, 
mais je n’ai rien publi6 sur ce sujet; c’est par eux que j’avais demontre mes formules 
relatives & la surface des centres de courbure de l’ellipsoide. Tout ce que j’ai publie se 
reduit A l’&quation elegante que vous avez donnde pour notre systeme orthogonal, 
et que j’avais donnee dans mon m&moire de 1868 qui sera bientöt publie.“ 

Dieses m&moire ist erst 1873 erschienen unter dem Titel: „Sur une classe re- 
marquable de courbes et de surfaces alg&briques et sur la theorie des imaginaires.‘ 
M&moires de Bordeaux. Zweite Ausg. Paris 1896. 

S. 117, 2.6,5 v.u., 118, 2.1—8. F. Klein, Ann. II, S. 209—213. Ges. Abh. I, 
S. 64—68. 

S. 118, Z. 7—15 sind neu. Vgl. $. 38, 2.9, 8 v.u. und Bd. I, Abh. X, S. 100. 

S. 118, 2. 12—9 v. u. Bd. I, S. 733, 2. 18—16 v.u. 

S.118, Z.8—1 v. u. Diese Anm. ist neu. Man muß sich dabei daran erinnern, 
daß die Gleichungen: 

wen, Dem 5,8, ud 
zu jeder Geraden ihre reziproke Polare in bezug auf den linearen Komplex z, — 0 
liefern (Bd. I, $. 721). Außerdem vergleiche man die Anmerkungen zu $. 37f., S. 8631. 
Dort ist allerdings der Fall, daß die Regelfläche ihre eigene reziproke Polare ist, ohne 
selbst dem Komplexe anzugehören, nicht näher besprochen. 

Wir betrachten eine Regelfläche: 


(A) y=AW)a+ulw, z=rW)z+e(), 


deren Erzeugende nicht dem linearen Komplexe: dz-+ zdy — ydz—= 0 angehören, 
das heißt, wir setzen v (u) $# u(u) voraus. Beim Übergange von der Geraden (A) zu 
ihrer reziproken Polaren in bezug auf den linearen Komplex bleiben 4 und go un- 
geändert, während u und » unter einander vertauscht werden. Demnach ist die Regel- 
fläche (A) ihre eigene reziproke Polare, wenn die vier Gleichungen: 


(B) (u) = Alu), um)=r(u), vum) ul), el) = o(u) 
durch eine Funktion u, von u identisch befriedigt werden können. 

Das Flächenelement z, y, z, p, q, das zu dem Punkte z, u der Linienfläche ge- 
hört, ist durch die Gleichungen: (A) und: 
Be v(u=p+gqrlu), 
\vWz+e(wW)=qg{?(uwxr+u'(u)) 


bestimmt. Das in bezug auf den Komplex reziprok polare Flächenelement: 


(6) 


ee 
befriedigt die Gleichungen, die aus (A) und (C) hervorgehen, wenn man zZ, ...,49 
durch &',...., q’ ersetzt und u durch u,, wo u, den Gleichungen (B) genügt. Soll 
2, y,2,p, q dem linearen Komplexe angehören, so muß es mit dem reziproken zu- 
sammenfallen. Das hat zur Folge: p= y, q9= — r, und es ergibt sich zwischen 
x und u die Gleichung: 
(D) "Wa +(WW+rWw)z+e(Ww)—0, 


die auf jeder Erzeugenden u zwei Punkte bestimmt. Der Inbegriff dieser Punkte 
bildet eine Haupttangentenkurve der Linienfläche. 
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Genau so wie in der Geom. d. B. T. $.285f. erfordert nun die Bestimmung 
der übrigen Haupttangentenkurven eine und nur eine Quadratur. Kennt man aber 
wie hier $. 118, S. 4—2 v. u. noch einen zweiten linearen Komplex, in bezug auf den 
die Linienfläche ihre eigene reziproke Polare ist, so fällt auch diese Quadratur weg. 
.119, 2.15—10 v.u. Bd. I, 8. 733, Z.14 v.u.— 734, Z. 28. 

.119, 2.12 v.u. Ebd. S. 734, 2. 291. 

.119, Z. 9—13. Ebd. $. 734, Z. 19—17 v.u. 

.119, Z.13£. Bd. V d. Ausg., S. 616, 2.68. 

.119, 2. 15—21. Bd. I, 8. 734, Z.15—13 v. u. 

.119, Z. 19—17 v.u. Vgl. S. 53£., Nr. 44. 

.120, 2.4, 3 v.u. Diese Anm. ist neu. 

.120, Z. 10—12. Siehe S. 3. 
.121, 2.1—11. Diese Stelle, die mit Bd. I, S.210, Z.17—27 übereinstimmt), 
hat Lie wörtlich einem am 29.7.1871 geschriebenen Briefe von F. Klein ent- 
nommen. Es heißt da: 

„Was das Verhältnis meiner damaligen Note über das Du pinsche Theorem 
etc. zu Deinen Betrachtungen betrifft, so bin ich mit dem, was Du (auf der ersten 
Seite) sagst, durchaus einverstanden. Dagegen möchte ich dort, wo Du von den 
Linienkoordinaten X, Y,Z, H sprichst, eine kleine Abänderung vorschlagen. 

„Die Sache ist nämlich die, daß allerdings das von mir benutzte Koordinaten- 
system der &,, &,, &,, 2 mit dem von Dir benutzten übereinstimmt, daß ich aber, 
als ich mir dieses Koordinatensystem zurecht legte, mir nicht bewußt war, daß Du 
eine gleiche Koordinatenbestimmung gebrauchtest. Für mich subsumierte sich 
diese Koordinatenbestimmung unter die allgemeine, wie ich sie in dem betr. Auf- 
satze ‚Die allgemeine lineare Transformation‘ in den Math. Ann. II auseinander- 
gesetzt hatte. 

„Hiernach möchte ich Dir etwa die folgende Fassung vorschlagen, über die 
Du selbstverständlich zu bestimmen hast.“ 

Es folgt dann wörtlich, was hier $. 121, Z.1—11 abgedruckt ist. Daß diese 
Stelle schon in Bd. I, Abh. XII, S. 210 steht, läßt den sicheren Schluß zu, daß die 
Partie Manuskript, die Klein mit dem Briefe vom 29. 7. 1871 zurückschickte, der 
Schluß der Abh. XII von Bd. I war. 

S.121, 2.13—6 v. u. In dem auf $. 869 erwähnten Briefe vom 9. 12. 1871 
schreibt Darboux: 

„Je vous mettais en garde contre l’ouvrage de du Bois-Reymond sur les 
equations aux dörivees partielles. En effet ayant eu A m’occuper d’une question 
traitee par cet auteur, les transformations analogues A celle de Legendre, je me 
suis apergu qu’il s’etait trompe. Il n’a donn& dans le cas de n variables independantes 
qu’une des transformations; il yen an. La premiere est la suivante. On part de 
l’equation p(z, y,2,®, y', 2’) 0 et on cherche l’enveloppe quand #’, y', 2’ deerit 
une surface. Dans la seconde, il y a deux relations @ = 0, 9, = Oren sort qu’a un 
point correspond une courbe. Dans la troisieme, il y a 3 relations: 1 
2. = 0; a un point correspond un seul point. 

„Ües questions se lient & mes travaux sur les &quations aux derivees partielles 
dont je vous envoye un resume imprime. Je vous disais dans une derniere lettre que 
J'avais generalise votre th&or&me sur les spheres prineipales; voici une des extensions. 

„Eitant donnde une surface ä 4 parametres a,b,c,d on peut se proposer de 
determiner ces parametres par la condition que la surface ait un contact stationnaire 
avec une surface F. On trouve ainsi 


NNNNNNNN 


a=f(2,y,2,9,9,r,8,0), DR, e== fs, a RE 


1) Nur auf Z. 2 hat Lie jetzt die Worte ‚in seiner ersten Mitteilung‘ hin- 
zugefügt. 
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Cela pos& 1) toute &quation @(f, fı, fa, fs) = 0 se ramöne par la differentiation au 
premier ordre. 2) Si l’on cherche les &quations differentielles du second ordre, 
admettant pour characteristiques les lignes d’oseulation de la surface & 4 parametres 
on trouve que ces &quations s’intögrent dans les deux cas correspondant aux lignes 
de courbure spheriques dans un ou deux systemes. Vous voyez qu’on a la gen£rali- 
sation absolue, pour une surface ä 4 parametres quelconque, des r6sultats relatifs 
ä la sphere. Depuis j’ai encore &tendu ces resultats, mais je ne pourrais pas encore 
les rediger. 

„Il me semble d’ailleurs, apr&s la lecture de votre note, que vous avez trouve 
ce qui concerne les transformations analogues & celle de Legendre.“ 


Zu Abhandlung II, S. 122—215. 


In dieser Abhandlung hat Lie die Abh. XVII von Bd.I vollständig umge- 
arbeitet und wesentlich erweitert. 

S. 122, Z. 8. Die „‚weiteren‘‘ Abhandlungen sind nicht erschienen. 

S. 122, 2. 4—1 v.u. Bd.], S. 788. 

S. 123, Z. 13—15. Abh. II, S. 181—189. Abh. III, S. 253— 255. 

S.123, 2.3—1 v.u. Bd. I, Abh. XVIII und hier S. 214f. 

S.125, 2: 8-6 v. u. Siehe Abh. III, S. 240. 

S. 127, Z.20f. Die beiden Tangentialebenen in zwei unendlich benachbarten 
Punkten P und P’ von ce schneiden einander in der Flächentangente, die zur Tan- 
gente von cin P konjugiert ist. Diese Flächentangente ist aber eine Erzeugende des 
Zylinders und also die in P gezogene Tangente der durch P gehenden Kurve x. 

S. 127, Z.16—11 v. u. In Bd. I, Abh. XVII, S. 288f. stellt sich Lie von vorn- 
herein auf den Standpunkt, daß beide Kurven c und x einem Linienkomplexe an- 
gehören, der durch eine Gleichung von der Form f(dz,dy, dz) = 0 darstellbar ist. 

S. 129, 2. 5f. Vgl. S. 224, Anm. und Abh. III, 5.951, 7.127. 

S.129, Satz 8. Es seien c— A(t) und 2— A,(r) zwei Minimalkurven, deren 
Tangenten für r— t parallel sind, und die den Punkt t= = f, gemein haben. 
Gleitet dann die erste längs der zweiten, so erhält man die Minimalfläche: 
z—= A,(t) — A(t)+ A(t). Dabei berührt die durch r bestimmte Lage der ersten 
Minimalkurve die zweite in dem Punkte t=[tr. 

S.129, 2.2 v.u.— 8.130, Z.2. Jede geradlinige Fläche, deren Erzeugende 
Minimalgerade sind, enthält entweder den ganzen Kugelkreis, oder trifft diesen nur 
in einer diskreten Anzahl von Punkten. 

S. 130, Z. 5f. Auf diesen gibt es aber nur eine Schar von Minimalkurven. 

S.131, 2.16, 15 v.u. Bd. I, S. 685, 2. 9—4 v.u. 

S. 131, 2. 8—1 v. u. Dabei darf f nicht linear in dx, dy, dz sein. Jede Integral- 
fläche von F—= 0 ist von oo! charakteristischen Kurven erzeugt, die eine Um- 
hüllungskurve besitzen. Das ist die Rückkehrkante. Vgl. Abh. I, S.9, 2. 7—11. 

S.132, 2. 3—1 v.u. Abh. III, S. 245. 

2.133 2 BB vu Ba. 1,8298, 2.1217. 

S. 134f., Nr. 12. Vgl. Bd. I, Abh. XVII, S. 292f., Nr. 15. 

S. 135, Z. 21. Eigentlich kommt: 


i=B-f+2xn, g=B—g9+24n, F=B—F+2un, 


was aber keinen wesentlichen Einfluß auf das folgende hat. Das hätte übrigens schon 
in Bd. I, S. 293, 7.4 bemerkt werden sollen. 

S. 136, Z. 13—8 v. u. Bd. I, S. 795, 2. 12—19. 

S.136, Z.4—1 v.u. Bd.I, Abh. XVII, S. 288, Z.1—11, 780, Z.11 v.u. bis 
781, 2.14. 
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S. 137, Z. 15—17. Berührt eine Erzeugende dieses Minimalkegels die Minimal- 
fläche in dem Punkte P, so ist die Tangente der durch P gehenden Berührungskurve 
des Kegels zu dieser Minimalgeraden konjugiert, also selbst eine Minimalgerade.. 
Andererseits gibt es auf jeder Minimalkurve der Fläche mindestens einen Punkt, 
dessen zugehörige Kurventangente durch die Kegelspitze geht, und in jeder der 
beiden Scharen von Minimalkurven gibt es mindestens eine Minimalkurve, bei der 
das die Tangente jeder hindurchgehenden Minimalkurve der anderen Schar tut. 

3.139, Z. 11f. Genau genommen ist die Fläche nur ihrer Gestalt, nicht ihrer 
Lage nach bestimmt. Ist 2— A(t) eine Minimalkurve, so ist: 2— A(t)+ A(r) 
— A (to), wo t, eine Konstante bezeichnet, die allgemeinste hindurchgehende Doppel- 
fläche. Die Fläche ist nämlich erst bestimmt, wenn man auf der gegebenen Minimal- 
kurve einen Punkt t= t, auswählt, den man zusammen mit der Kurve längs der 
Kurve in Translation hinführt. 

S. 140, Satz 24. Die Konstanten a + &i,... ändern sich mit der ausgewählten 
Minimalkurve. 

8.141, 2.5,4v.u. Bd.I, Abh. XXV (1880), S. 423, 822, 2.20—11 v.u. Die 
dortige Gleichung [4] ist durch yp— xq-+ er=0 zu ersetzen. 

S.141, 2.4,3 v.u. Ebd. S. 427, 823, Z.12—18. 

S. 141f. Satz 26, 27. Es hätte erwähnt werden sollen, daß diese Translation 
rein imaginär ist. 

S. 143. Über Henneberg s. Bd. I, 8. 786 ff. 

8.143, 2.7—5 v.u. Abh. II, S.179. Abh. III, S. 241f. 

S. 144. Vgl. Bd. I, Abh. XVII, S. 306f. 

S. 144, 7.14. Der Rang einer gewundenen Kurve ist die Ordnung der zu- 
gehörigen Tangentenfläche, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Anzahl der 
Tangentialebenen, die durch eine Gerade von allgemeiner Lage gehen. Er darf daher 
auch erklärt werden als die Klasse des Kegels, der von einem beliebigen Punkte aus 
an die Kurve gelegt werden kann. 

S. 144, 2.15—9 v. u. Diese Betrachtungen sind neu. 

5.144, 72.2 v.u. Jede Gerade durch x schneidet die Developpable von k’ 
in R’ Punkten, von denen M’ in x fallen, sie enthält also R’— M’ Tangential- 
ebenen von k. 

3145, 2 S0vn, Volis 86%, 2 Po 

S.146, 2.1 v.0.—6 v.u. sind neu. In Bd. I, S. 308 wird auf andere Weise 
bewiesen, dß R— M 2. 

3.146, 2.5,4 v.u., siehe S. 208. Vgl. auch $.168 Anm. und 8. 178, sowie 
Bd. I, S. 316, Nr. 54. 

S.147, 2.3,2 v.u. Bd. I, Abh. XXV (1880), S. 424f., Nr. 18. Minimalflächen 
erhält man, wenn man dort setzt: 2— r’ +iy, y-y, or —2= er —iy. 

5. 147, 2.13—15, siehe S. 141, Satz 26. 

5. 148, 7. 8—12, siehe $ 10, $. 172. « 

S. 148—159. Bd. I, Abh. XVII, S. 296-303. 

5.148, 7. 20f. Vgl. auch Bd. III, Abh. XXIII (1879), S. 365, 722. 

S.148, 2.2 v.u.—149, 2.5. Diese beiden Voraussetzungen werden in Bd. I, 
Abh. XVII, 8.297, 7. 4—6 noch nicht ausdrücklich ausgesprochen. Die eine ist 
nötig, weil die algebraischen Funktionen A(t),... mehrdeutig sein können. Die 
andere Voraussetzung hätte deutlicher ausgedrückt werden sollen. Es werden näm- 
lich die Wertsysteme t, ausgeschlossen, für welche eine der Größen A (t), Bit), Ct) 
und gleichzeitig die entsprechende unter den Größen A,(r), B,(r), C,(r) unendlich 
wird. Bei geeigneter Annäherung an ein solches Wertsystem t,r können ja die 
z,y,z in (1) endlichen Grenzwerten zustreben. 

8.149, 2.6 v.o.—8v.u. Es empfiehlt sich, diesen analytischen Formulie- 
rungen die geometrische Einkleidung zu geben, in der sie von Lie ursprünglich 
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gedacht worden sind. Durch einen Punkt P von allgemeiner Lage auf der unendlich 
fernen Ebene denkt sich Lie eine im endlichen Raume verlaufende Gerade g von 
allgemeiner Lage und sucht deren Schnittpunkte mit der Minimalfläche. Diese 
Schnittpunkte sind von einander verschieden und liegen alle im Endlichen. Jeder 
gehört einer ganz bestimmten Minimalkurve = % der ersten Schar an und einer 
ganz bestimmten t= t, der zweiten; seine Koordinaten sind: u = A(t) + Aı(%); - - -- 
Jeden dieser Schnittpunkte denkt sich nun Lie durch eine Translation auf eine all- 
gemein gelegene Kurve (5) übertragen, die zu den Kurven der ersten Schar kon- 
gruent und gleichgestellt ist. Dabei geht der Schnittpunkt t,, 7, über in den Punkt ° 
& — A(to) — a dieser Kurve, während die Gerade g in eine parallele Gerade durch 
&, übergeht. Andererseits ist 2, — 2%, — a — Aı(%), und der Punkt z,, %o, 2 liegt 
auf der Geraden g. Wählt man daher für a, b,c einen Punkt von allgemeiner Lage 
auf g, so geht die durch x, gelegte Parallele zu g augenscheinlich durch den Punkt 
<= der Kurve: = —A,(t),.... Den Schnittpunkten zwischen g und der 
_ Minimalfläche entsprechen daher die im Endlichen liegenden Schnittpunkte zwischen 
der Kurve (5) und dem Zylinder, der von dem Punkte P an die Minimalkurve: 
z—= — A,(r),... gelegt werden kann. 

S. 149, 2.2 v. u. Diese Anmerkung ist neu. 

S.151, 2.13. Ein unendlich ferner Schnittpunkt der Kurve (5) und des 
Zylinders liegt notwendig auf einer unendlich fernen Erzeugenden des Zylinders, 
also auf einer Geraden, die durch P und durch einen unendlich fernen Punkt der 
Kurve: = — A, (r),... geht. Die unendlich fernen Punkte dieser Kurve sind aber 
zugleich die unendlich fernen Punkte der Minimalkurven der zweiten Schar. Demnach 
sind die gesuchten unendlich fernen Punkte diejenigen, die den Minimalkurven 
beider Scharen gemeinsam sind. Es bleibt uns nur noch übrig, die Vielfachheit zu 
bestimmen, mit der jeder einzelne dieser gemeinsamen Punkte zu zählen ist. Dazu 
dienen die auf Z.4ff. angestellten Betrachtungen. Man muß sich dabei immer 
erinnern, daß P ein Punkt von allgemeiner Lage sein sollte. 

3358, 2.2: 1 v0 Ba. 1.8.7824. 6-1. v0: 

S. 154, Z. 12—20. Vgl. Bd. I, S. 300, 2.11—1v.u. 

S.154, 2.9,8 v.u. Lie geht nicht darauf ein, wie die Bestimmung der Ex- 
ponenten p:qundr:s in den nachfolgenden Gleichungen (8) und (9) auszuführen 
ist, wenn die Kurven 2— A(t) und 2—= A,(r) gegebene Minimalkurven sind. Auch 
in $ 11, $S. 174-181 und $ 12, S. 189—197, wo er zahlreiche Ordnungsbestimmungen 
macht, sagt er darüber kein Wort. 

S.154, 2.6,5 v.u. Es soll also dr:d& für &£=0 endlich sein, das heißt 
p:qZ1. Vgl. Bd. 1, S. 783, 2.1—5. 

S. 155, 2.3—1 v. u. Bd.I, S. 783, 2. 21—25. 

S.155, 2.12 v. u.—156, 2. 9. Bd. I, S. 783, 2.12—3 v.u. Auf 2.5 v.u. muß 
dort für ar:s gesetzt werden a(r+ i):s. 

S. 156, Z. 10—18. Lie überläßt es dem Leser, festzustellen, was für verschie- 
dene Werte die Zahl der im Punkte t= 0, x—= 0 vereinigten Schnittpunkte über- 
haupt haben kann. Aus dem größten möglichen Wert geht das nämlich keineswegs 
ohne weiteres hervor. Wir müssen überdies berücksichtigen, ob die Zahl A auf S. 155, 
7.3—1 v.u. eine positive ganze Zahl ist, oder der reziproke Wert einer solchen 
Zahl u. 

Im ersten Fall handelt es sich um das Glied niedrigster Ordnung, das bei der 
Annahme p= Ar, q=4s in den beiden Ausdrücken (8) und (9) auf S.154 ver- 
schiedene Koeffizienten hat. Nun können wir (9) so schreiben: 


) 1 N B,geHid:a, 


und wir wissen, daß für i—= r — s der Ausdruck B/’ von B, verschieden wird. Dem- 
nach ist auch A, für k= (r — s)A sicher von B/_, verschieden, und das Glied 
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niedrigster Ordnung von der verlangten Beschaffenheit kann infolgedessen nur 
einen der Exponenten: 


3 Bel: Baer. p+2 PtAlr—s)_2r—s 
q' Bien > } q s 


haben. Folglich ist eine unter den nachstehenden Zahlen: 


ps=qr, P+Ds=gqr+s,...,pP+Ar—s)s=rg+ As(r — s)= (2r—s)q 
die Zahl der vereinigten Schnittpunkte. 
Ist andererseits r— up, s= uq, so ergibt sich, daß: 


rg, +19, ..., (+2 —-D)gq=@r—s)g 
die möglichen Zahlen der vereinigten Schnittpunkte sind. 

Das hiermit gewonnene Ergebnis spielt ebenfalls bei den Ordnungsbestim- 
mungen in $11 und 12 eine Rolle. 

8.158, 2.18 v. u.—S. 159, Z. 19. In Bd. I, Abh. XVII, S. 302f., Nr. 29 benutzt 
Lie andere Bezeichnungen und beschränkt sich überdies von vornherein auf reelle 
Flächen. Deshalb sehen die dortigen Formeln ganz anders aus als die hier ange- 
gebenen. 

S.159, 2.6—9. Nach $. 148—150 kann eine Erniedrigung der Ordnungszahl 
DPr-%R%, der Fläche nur dadurch zustandekommen, daß die Minimalkurve 
z—= 4A(t) — a mit einer allgemein gewählten, durch die Minimalkurve r— — A,(rt) 
gelegten Zylinderfläche unendlich ferne Schnittpunkte gemein hat. Solche Schnitt- 
punkte können aber nur auftreten, wenn diese beiden Minimalkurven einander im 
Unendlichen schneiden. Wenn es sich bloß um die größte mögliche Anzahl der un- 
endlich fernen Schnittpunkte handelt, kann man offenbar die erste Minimalkurve 
durch die Kurve 2 = A(t) ersetzen, die zu den Minimalkurven der ersten Schar auf 
der Minimalfläche kongruent und gleichgestellt ist, und die zweite Minimalkurve 
durch die Kurve 2—= A,(r), die mit jeder Minimalkurve der zweiten Schar alle 
unendlich fernen Punkte gemein hat. 

Bei der von Lie gewählten Bezeichnung ist nun der unendlich ferne Punkt 1: 
dann und nur dann ein Schnittpunkt unsrer beiden Minimalkurven, wenn p, und 
7%, beide von Null verschieden sind, und zwar fallen in P, höchstens P%7%, Schnitt- 
punkte beider Kurven zusammen, so daß p,r;, der größte Betrag ist, um den die 
Ordnung der Fläche durch einen in P, auftretenden Schnittpunkt vermindert 
werden kann. 

S.159—168, $ 8 ist eine sehr erweiterte Umarbeitung von Bd. I, Abh. XVII, 
8. 310— 313, $9. 

S. 161, 2. 5—21. Vgl. Bd. I, S. 311, Nr. 42 und 8. 785, Z. 8—18. 

S. 161, 2.6 v.u. Dabei ist jedes Aw. 

S. 162, 2.4—2 v.u. Es enthält überhaupt jede nicht zerfallende algebraische 
Minimalkurve, die nicht ganz in der unendlich fernen Ebene liegt, nur solche un- 
endlich ferne Punkte, die dem Kugelkreise angehören. Die Kurve ist ja die Rück- 
kehrkante einer algebraischen Developpabeln, deren Erzeugende Minimalgerade sind. 
Unter diesen Erzeugenden gibt es bloß eine endliche Zahl solcher, die auf der un- 
endlich fernen Ebene liegen und die also unendlich ferne, nicht dem Kugelkreise 
angehörige Punkte enthalten. Aber zu jeder solchen Erzeugenden gibt es auf der 
Fläche sicher eine unendlich benachbarte Erzeugende, die nicht auf der unendlich 
fernen Ebene liegt; jede solche Erzeugende berührt daher die Rückkehrkante ent- 
weder in einem oder in zwei Punkten des Kugelkreises. 

S. 166, Z. 7—9. Unter den gemachten Voraussetzungen ist ja AN — CL — 
—iıBN=+0. 

S.167, 2.1-—5. Da — BM:AM:BL die Richtungskoeffizienten der Ge- 
raden (3) sind, sagt die Gleichung auf Z.2 aus, daß diese Gerade, welche die Tangente 
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des Punktes s der Minimalkurve schneidet, in der zugehörigen Schmiegungsebene 
der Kurve liegt. 

S. 167, Z.7—1 v. u. In jedem Punkte s= a; ist offenbar die unendlich ferne 
Ebene m,-fach zählende Schmiegungsebene. Demnach ist: m +++ m, =N 
die Vielfachheit der unendlich fernen Ebene +als Schmiegungsebene, und es wird: 
C=N-+2. Das aber stimmt, da hier M=1 ist, mit der allgemeinen Formel 
C=2M+N, die auf $. 168 in der Anm. aufgestellt wird. Vgl. auch S. 178, 2. 10 
bis6v.u. h 

S. 168, 2. 3—5. Vgl. S. 146. 

S.168, Z.3—1 v.u. Durch jeden unendlich fernen Punkt P gehen ja zwei 
Tangenten an den Kugelkreis, die, wenn P von allgemeiner Lage ist, nicht auf der 
Developpabeln der Minimalkurve liegen. Jede von diesen Tangenten trifft in ihrem 
Berührungspunkte mit dem Kugelkreise M im Endlichen liegende Erzeugende der 
Developpabeln und bestimmt mit diesen M im Endlichen liegende, durch P gehende 
Schmiegungsebenen der Minimalkurve. Jede andere durch P gehende Schmiegungs- 
ebene liegt im Unendlichen. Ist daher N die Vielfachheit der unendlich fernen Ebene 
als Schmiegungsebene, so ist O=2M-+N. 

S. 169, Z. 3f. Die Tangente der Minimalkurve hat im Punkte s die Richtungs- 
koeffizienten: n 


i : 
Pe 73 +1s:2. 
Für den Punkt s,, dessen Tangente die konjugierte Richtung hat, muß daher sein: 
1 i m D ’ 
Fa Ben, — 3 —ı3, = FE 


wo $, die zu s, konjugierte komplexe Zahl bezeichnet. Hieraus folgen die beiden mit 
einander äquivalenten Gleichungen 3 = —1:s und 3, —= —1:5s, die nebenbei 
bemerkt zeigen, daß s und s, stets verschieden sind (vgl. S. 136, Satz 17). 

Ist nun die Kurve F (s) zu sich selber konjugiert, so enthält sie zu jedem Punkte 
2, y,z,der durch die Gleichungen auf S. 168 dargestellt wird, auch den konjugierten 
Punkt. Dann liegt aber auch der zu dem Punkte s+ ds konjugierte Punkt auf der 
Kurve, und es sind infolgedessen die Tangentenrichtungen in je zwei konjugierten 
Punkten der Kurve zu einander konjugiert. Bei einer zu sich selbst konjugierten 
Kurve F(s) müssen daher für jeden Wert von o die beiden Punkte s— o und 
s— — 1:07 zu einander konjugiert sein. 

Diese notwendige Bedingung ist offenbar zugleich hinreichend, wenn die 
Kurve F(s) zu sich selbst konjugiert sein soll, und damit ist bereits die Behauptung 
bewiesen, die Lie S. 169, Z. 5—10 aufstellt. Wir wollen aber noch etwas näher auf 
die Bestimmung der zu sich selbst konjugierten Kurven eingehen. 

Führt man bei einer beliebigen Kurve F (s) durch die Transformation s, = — 
die neue Veränderliche 5, an Stelle von s ein, so erhält man wie in Bd.I, S. 
die Gleichung: ‚eF_@ 


m rer 


las 
785 


Eine kleine Rechnung zeigt dann, daß die Minimalkurve F (s) auf S. 168 in der neuen 
Veränderlichen s, durch die Gleichungen: 


2— (1—52)8"+25,0' —29, 
[2] y—=—i(l+5?)D8’ + 215,0 — 219, 
> A 25,9" — 26’ 


dargestellt wird. Hier ist ® mit F durch die Beziehung: 
[3] B(s)= — Ss? F()= — Ss? F(—1:5,) 
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verknüpft, und der Punkt 5, der Kurve [2] fällt mit dem Punkte s= — 1: s, der 
Kurve F(s) zusammen. Bei einer zu sich selbst konjugierten Kurve F(s) muß dann 
die zu [2] konjugierte Kurve wieder die Kurve F (s) sein. 
Hat nun F(s) die Form: F, (s) + i F,(s), wo F,(s) und F, (s) reelle Funktionen 
von s bezeichnen, so wird: 
P(s)= — s?F,(—1: 3) —i8 F,(— 1:5). 
Für die zu [2] konjugierte Kurve erhalten wir daher die Gleichungen: 


= (1—s2)89"+2 sd’ — 28, 


(4) y=il+s)D— Lid +2iDd, 
= 25, dr —2D, 
wo Er 
®= — s?F,(—1:5)+ is? F,(—1:5,). 


Soll nun diese Kurve mit der ursprünglichen Kurve F(s), oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, mit der Kurve [2] zusammenfallen, so muß für jedes o der Punkt 
5; — 0 der Kurve [4], der zu dem Punkte 5, = 5 der Kurve [2], das heißt, zu dem 
Punkte s= — 1:,= —1:5 der Kurve F(s) konjugiert ist, mit dem Punkte s 
der Kurve F(s) zusammenfallen, dessen Parameter s den Wert —1:s—= o besitzt. 

Unsere Forderung kommt demnach darauf hinaus, daß die Funktion ®©(s) 
mit F(s) zusammenfällt, daß also die beiden Bedingungen: 


[5] F()= —sF,(—1:s), F,(s)= sP,(—1:s) 


identisch erfüllt sind. Diese kann man schließlich mit leicht verständlicher Bezeich- 
nung in die eine: 


[57] F(s)+ 8F(-1:s)= 0 
zusammenziehen. 

S. 169, Z. 14—18. Vgl. S. 161. 

S. 169, 2.10 v. u. Hier ist augenscheinlich immer: %= —1:0,. 


S. 171, Z2.7—10. Die charakteristische Funktion P, der zu ®, konjugierten 
Minimalkurve ist nach Z. 7—12: 


Sam frymamer 
vo... oo. 


Sie kann ohne Schwierigkeit auf die Form: 


1.9 ı. B,(®) ö 
P, = = (d+%s) ne 
gebracht werden. Man braucht ja bloß s’+2 nach Potenzen von 1 + a,s zu ent- 
wickeln. 

S.171, 2.19 v.u. Siehe 8. 167. 

S.171, Z2.2,1 v.u. Man betrachte die Schnittpunkte der Minimalkurve mit 
einer reellen Ebene von allgemeiner Lage, und so weiter. 

8.172, Z. 11. Vgl. S. 147, Z2.1—3 und $. 145f., Satz 38, 35. 

S. 172, 2.15,14 v.u. 8.146, Satz 35. 

S. 173, 2.9 v. u. Man erinnere sich, daß& —= — 1: a ist. Ebenso in den folgen- 
den Fällen. 

S. 174, 2. 14—12 v. u. Die Flächen jeder Art enthalten nämlich sechs komplexe 
Konstanten, und vermöge der reellen Drehungen und Ähnlichkeitstransformationen 


Sich selbst konjugierte Minimalkurve. — Die Minimalkurven im Unendlichen 907 


kann man vier reelle Konstanten beseitigen. Die reellen Translationen sind ja 
schon auf S. 170 verwertet worden. 

S.175, 2. 1f. Vgl. S. 146, sowie Bd. I, Abh. XVII, S. 308, 313. 

S.175, 2.16—18. A. Enneper, Analytisch-Geometrische Untersuchungen, 
Schlömilchs Ztschr. f. Math. u. Physik, Bd. IX (1864), S. 96—125. Die Minimal- 
fläche neunter Ordnung steht auf S. 108, 2. 16. 

S. 176, 2. 8f. Ist s= a der eine unendlich ferne Punkt der Minimalkurve, so 
ist F(s)= A: (s— a)+ -» » -, wo die weggelassenen Glieder eine gewöhnliche Potenz- 
‚reihe von s— a bilden. Nach S. 168 wird daher, wenn man von den dieser Potenz- 
reihe entsprechenden Gliedern ganz absieht: 


2(1—0a2)A 6aA 64 


= 


er RT 
- Billhay)A , Giad , 64 
eo 

4aA A 

ad 2 6 


er en 
und nach S$. 152: 


BU) oil ta ))A Galß+ia)d 6(B+ia)A 


een (s— a) (s—a)? s—a 
5 Er 2/y(1—a?)— 2aa} A 6(yatıia)A 6yA 
Re BE er). ee, 

während bei der Bildung von 2”, y” zu setzen ist: Fr)= B:(s—a)-+-::--. 


Ferner hat man auf S. 153, Z2.11—3 v.u.: 


ea y,, 
E— (5 a)®, Be (s—a) ’ a 


also wird: 
E=r:y=a(s—a) + a(s — a) + +», 
T=t:y=b,(s —o)”’-+b,(s — a) — .--, 
und somit: 
r=4,8®°+ 4,8 + --- 


T=BetrBär... 


Wir haben alsop=r=3, q=s=1 und nach S. 903f. hat die Zahl der im Punkte 
t= z2— 0 zusammenfallenden Schnittpunkte einen der Werte 3,4 oder 5. Da für 
den zu s= a konjugierten Punkt s= —1:a dasselbe gilt, wird der Grad der 
Fläche je nachdem: 


36 —2.3= 30, 6 —2.4=38, 36 —2.5=%. 
S. 176, 2.15—18. Hier ist etwa für s— a: 


A B 

a Teer 
und für s=a;: 
F() = = ’ 


s—AI; 
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es wird daher auf $. 153, Z.5 v. u. im zweiten Falle p=3, q=1, und im ersten, 
wie man sich leicht überzeugt: p— 4, q9=1. Sind die beiden Punkte konjugiert, 
so hat man p=3, qg=1undr— 4, s=1, also wird nach 8.154 die Zahl der 
zusammenfallenden Schnittpunkte ps —= 3, was zweimal von 49 abzuziehen ist. 

8.176, 2.15—13 v.u. Vgl. auch S. 184, 2.2 v.u.—185, Z.4. Es sind das die 
von Darboux bestimmten Minimalkurven der auf S. 116 erwähnten F,, die den 
Kugelkreis doppelt enthält. Jede Tangente einer solchen Minimalkurve schneidet 
ja die F, in zwei Paaren zusammenfallender Punkte, von denen das eine auf dem 
Kugelkreise liegt. j 

8.177, 2.1—3. Im Falle b) entsprechen den beiden Punkten die Werte 
p=5,q=1 und p=3, q=1, also hat man S. 153, 2.5,4 v.u. zu setzen 
p=3,q=1,r=5, s=1, und die Zahl der zusammenfallenden Schnittpunkte 
wird nach 8.154 gleich ps — 3, was zweimal von 64 abzuziehen ist. Im Falle e) 
wird für beide Punkte p=4,q=1, also hat man.nach S. 903f. entweder 4, oder 5, 
oder 6, oder 7 zweimal von 64 abzuziehen. Der Fall d) endlich erledigt sich genau 
so wie vorhin 8. 907, 2.95 v.u. 

8.177, 2.11—13. Siehe $. 188, 2.8—1 v.u. 

S. 177, 2. 15f. Sind die beiden Schnittpunkte mit dem Kugelkreise konjugiert, 
so entspricht jedem ein gemeinsamer Punkt der beiden Kurven $. 153, 2.5,4v.u. 

8.177, 2.8 v.u. $5, siehe $. 146. 

8.178, 2.2. Siehe $S. 185, 2.85 v.u. 

S.178, 2.9. H.A. Schwarz, De superfisiebus in planum explicabilibus 
primorum septem ordinum. Crelle, Bd. 64 (1865). Ges. Abh. Bd. II, S. 8-24. 

S.178, Z.11f. Ich kann nicht finden, wo er das getan hat. 

5.178.747. W- by Vgl. S. 146, 2.6 v.u. und $. 168 Anm., 8.905 und 
3. 208. Es ist nicht klar, auf welche Weise Lie aus der Gleichung C=2M+N 
die Ungleichheit: R > 2M erschlossen hat. Man erkennt aber deren Richtigkeit 
unmittelbar durch folgende Überlegung. Benutzt man, um R zu bestimmen, eine 
Gerade g von allgemeiner Lage in der unendlich fernen Ebene, so erhält man in 
Jedem der beiden Schnittpunkte von g mit dem Kugelkreise M Schnittpunkte mit den 
M hindurchgehenden Erzeugenden der Developpabeln der Minimalkurve. Außer- 
dem schneidet g noch die etwaigen Erzeugenden der Developpabeln, die in der un- 
endlich fernen Ebene liegen und die Tangenten an den Kugelkreis sind. Jedenfalls 
ist R mindestens = 2 M. 

Ein anderer Beweis ergibt sich aus den Betrachtungen auf S. 208. Die dort in 
Satz 66 auftretende Zahl 2M(R — 2 M) kann ja nicht negativ sein. 

S.179, 2.2, 1 v. u. Eine solche würde ja den Kugelkreis in einer un- 
geraden Anzahl von Punkten schneiden, und diese könnten nicht paarweise kon- 
Jugiert sein. 

.179, 2.13 v.u. Vgl. $. 153. 
179, 4.97 v.u. 8.173, Anm. 
.180, 2.1. Vgl. S. 171, Nr. 36. 
.180, 2.13,12v.u.M=4, R=6 geht nicht nach Nr. 39, S. 178, Z2.6v.u. 
181, 2.15£. Siehe $. 185, 190—192, 193. 

.181—189, $11*. Vgl. Bd. I, Abh. XVII, $. 307—310. 

.181, 2.9,8 v.u. Vgl. hier Abh. I, S. 25. 

.182, 2.8—10. Ebd. 8.26, Anm. 1. 

.182, 2.5—1 v. u. Diese Anm. ist neu. 

S.182, 2.18. In Bd. I, S. 308, Z. 3f. ist ‚‚m’ die Anzahl der Punkte, die gleich- 
zeitig der Kurve und der Geraden g angehören“, das ist das jetzige u. 

8.182, 2.11—9 v.u. Bd. I, $. 688, 2.59. 

8.183, 2.8. In Bd. I, 8.308, 2.12 steht: o=c=R — M; für jede einem 
linearen Komplexe angehörige Kurve ist ja c— o. 


f 
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S.183, Z.9—12. Nach Abh. I, S.26, Z. 5f. werden die Punkte einer Ebene 
z= c durch parallele Minimalgerade mit den Richtungskoeffizienten: 


1 rn 4 1 
le): let) 
abgebildet. 


-8.183, Z.7 v.u. Vgl. $. 168, Anm. Es wird a O0=2(o— u)+ u=20—u. 

S.183, Z.4,3 v. u. „später“, nämlich S. 184f., Nr. 43. 

S.184, Z.4-6, Abh. I, S. 27, Anm. 

S.184, Z.7—13. Siehe $. 167, Z.1 v.u. Bei den Komplexkurven, die den 
Minimalkurven mit M=1 entsprechen, ist selbstverständlich g diese gewisse 
Gerade. Aus M=1folgt jau=0o—1. 

S.184, 2.2,1 v.u. Vgl. S. 176, 2.15—10 v.u. 

S.185, 2.6,5v.u.EsitjaC=2M-+ N, und hier st N=0. 

S. 187, Z. 11f. Diese Spitze wird durch F’’(s) = 0 bestimmt. 

$.188, Z.2,1 v. u., nämlich $. 187, 2. 15—3 v. u., 188, 2. 1—6. 

$.189, Nr. 46. Die hier gewählten Bezeichnungen sind von den auf S. 158f. 
verschieden, weil jetzt die beiden Minimalkurven von vornherein als zu einander kon- 
jugiert vorausgesetzt werden. Es sind aber auch jetzt die Zahlen p, und x, niemals 
beide gleich Null. 

S.189, Z.10—3 v.u. Weil jetzt, im Gegensatze zu S. 158f., die zu einander 
konjugierten Punkte durch die Bezeichnung P.., IT, kenntlich gemacht sind, ist jedes 
solche Paar bei der Berechnung der Zahl der im Unendlichen liegenden Schnittpunkte 
zweimal zu berücksichtigen. Deshalb tritt jetzt an die Stelle des Ausdrucks S. 159, 
7.18 der Ausdruck S.189, 2.5 v.u. 

S.189, Z.2 v.u:—190, Z.2. Diese Annahmen kann man immer durch Ver- 
tauschung der beiden Benennungen P, und I/, und durch Umnumerierung der 
P, verwirklichen. 

S. 190, 2.15 v. u. Siehe S. 146, Satz 35. 

S.191, 2.7—5 v. u. Vgl. 8.185. 

S.192, 2.183. Vgl. S.184, 2.2 v.u., 8.185, 2.12 v.u. 

S.193, Z2.17—1 v.u. Es sei {= 0 die unendlich ferne Ebene und? 0, 
z— 0, z—= 0 der unendlich ferne Punkt P, der Minimalkurve, überdies sei 2 = 0 
keine Tangentenebene in diesem Punkte. Setzen wir dann t:y=1r, 2:y= E 
z:y= £, so werden r und Z Potenzreihen von & von der Form S.153, 4.5 v.u., 
wo p:qS1, und die auf $.152, Z. 11f. angegebene Projektion der Kurve wird 
durch eine ebensolche Gleichung zwischen r und £& dargestellt. Ist insbesondere P, 
ein gerade dreifacher Schnittpunkt mit der unendlich fernen Ebene, so hat p:q 
einen der Werte 3:1, 3:2, 3:3, ist er ein zweifacher Schnittpunkt, so hat man 
entweder p:q— 2:1, oder = 2:2. 

Im Falle 1)ist nun auf $. 153f., wenn wir p:q<r:s wählen: p=2, 
q=1, r=3, s=1, ako p.s—2, und da diese Zahl der zusammenfallenden 
Schnittpunkte für jeden der beiden konjugierten Punkte gerechnet werden muB, 
wird die Ordnung der Fläche 25 —2.2—= 21. Im Falle 2) ergibt sich das- 
selbe. Im Falle 3) wird p=3, s=1, im Falle4) p=2, s=2, im Falle 5) 
pe=8.6 8: 

8.194, 2.13. It p=q=3, so ist P, nicht bloß ein dreifach zählender 
Schnittpunkt mit der unendlich fernen Ebene, sondern zugleich ein dreifacher Punkt 
der Kurve. 

S.194, 2. 13f. Vgl. S.184, 2.7 v.u.—185, 2.8. 

S.194, 2.17. Vgl. S. 192. 

S.194, 2. 20f. Vgl. S. 190—192. 

S.195, 2.1—3. Vgl. S. 189, Z.5 v.u. und $. 153, Satz 45. 

S.195, 2.18. Vgl. 8.181, 2. 13—15. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II 58 
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S. 195, Z. 16—18. Die Minimalkurve ist von sechster Ordnung, und es treten 
drei Paare von zusammenfallenden einfachen Punkten auf, deren jedes zweimal zu 
rechnen ist. Also wird 0’ 4.(36 — 6). 

S.195, 2.4 v. u.—1%, 2.1. Vgl. S. 179. 

S. 196, Z. 7—11. Vgl. S.180. Ich weiß nicht, ob beide Male dieselbe Fläche 
gemeint ist. Dann würde Lie vergessen haben, die Bemerkung S.180, Z.1 v.u. 
auch hier zuzufügen. 

S.196, 2. 21f. Vgl. S.195, 2. If. 

S.197, 2.5—1 v.u. Vgl. 8.181, 2.11—16; 8.195, 2.11—15 und 8.145, 
2.7 v.u.—146, 2.6 v.u. 

S.197—206, $13. In Bd.I, Abh. XVII, 6, 8. 303—305 betrachtet Lie 
sogar den allgemeineren Fall algebraischer Translationsflächen, deren erzeugende 
algebraische Kurven einem beliebigen Linienkomplexe angehören. Er erledigt aber 
nur den Fall, daß die Kurven der einen Schar keinen unendlich fernen Punkt mit 
denen der andern gemein haben, und daß die unendlich fernen Punkte jeder Schar 
sämtlich einfach sind. Die besonderen Sätze über Minimalflächen teilt er mit, ohne 
die Beweise auszuführen. 

S.199, 7.12f. Der Kugelkreis wird jetzt durch die Gleichungen: &= {?, 
= 0 dargestellt. 

S. 199, 7. 16—20. Stillschweigend wird vorausgesetzt, daß &{= 0 keine Tan- 
gente der Minimalkurve, daß also p:q> 1 ist. 

S. 200, Z. 14. Unter den gemachten Voraussetzungen ist << p und r,=#p:q. 
Da sich r, = 2 ergeben hat, muß überdies p + 2q sein. Die Gleichung: 

n=2+(e:)=m=p:g, oder: p=2g-+i, 
die für «= 0 von vornherein ausgeschlossen ist, kann daher nur für p> 2q be- 
friedigt werden, während sie für g< p << 2q überhaupt unmöglich ist. 

S. 200, Z. 16—19. Die Frage nach der Konvergenz der Reihe für & erwähnt 
Lie überhaupt nicht. Ebensowenig geht er darauf ein, ob im Falle p> 2q immer 
Koeffizienten L,_24; Ip _2a.+1; - ; - gefunden werden können, die den zu erfüllenden 
Bedingungen genügen. 

S.200, 2.3—1v.u. Ist p> qundnn =%,=P:q, so hat der niedrigste Ex- 
ponent $. 199, 2.10 v.u. den Wert + u +n —2= ®p+1):q— 2 und muß 
— 2%, = 2(p:gq) sein, was p=2q—1 ergibt. Wäre p=qundn=m=1, so 
hätte der erwähnte Exponent den Wert 9 + 1 + nr, — 2= rn, und müßte — 271 
werden, was unmöglich ist. 

S. 201, Z. 5—7. Wir haben eben gesehen, daß niemals m, — r,— 1 sein kann; 
es muß daher ein Schreibfehler von Lie vorliegen. Um darüber ins klare zu kommen, 
welchen einfachen Fall er meint, geben wir zunächst eine Übersicht über alle mög- 
lichen Fälle. r 

Ist p:q> 1, so hat r, entweder den Wert 2, oder es kann, wenn p= 2q — 1 
ist, außer dem Werte 2 auch den Wert p:q haben, das heißt, es kann gleich r, sein. 
In beiden Fällen wird der Kugelkreis in dem Punkte? = = r=0Ovon der Minimal- 
kurve berührt. 

Ist p= gq, also m, = 1, aber r,# 7%, so ist nach 8. 200, 2. 9—4 v.u.r, — 2 
+ (1:q). Die Minimalkurve hat dann in dem Punkte = = = 0 die Tangente 
t—= MysL&, E=0, sie berührt also den Kugelkreis nicht, und ihre Tangente liegt 
nicht einmal in der Ebene r = 0 des Kugelkreises. 

Da m = rn 1 ausgeschlossen ist, müßte es heißen: „..., daß , nur dann 
gleich 1 sein kann, wenn r,> 1 ist.‘“ Dieser einfache Fall, wo die Minimalkurve den 
Kugelkreis nicht berührt, wird erst später, 5.205, 2. 1—10 berücksichtigt. Es 
wird daher in Nr.52 und 53 zunächst p> q vorausgesetzt. 
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S. 201, Z. 8—16. Es ist wieder & = 0, 7’ = 0 eine Tangente an den Kugelkreis, 
aber /=0, ”=0 ist jetzt eine ganz beliebige andere unendlich ferne Gerade 
durch den Berührungspunkt dieser Tangente. 

S. 202, 2.7. Das „bekanntlich‘‘ bedeutet hier, wie so oft bei Lie: ‚wie wir 
wissen‘, nämlich nach S. 155f. 

S. 203, Z. 17—21. Vgl. die Anm. zu S. 201, Z. 8—16. Aus dem Vorhergehenden 
ergibt sich, daß eine Minimalkurve, die durch einen Punkt P des Kugelkreises geht 
und dort den Kugelkreis nicht berührt, in einer gewissen Umgebung von P keinen 
anderen unendlich fernen Punkt als eben P enthält. Berührt sie den Kugelkreis 
in P, so enthält sie in einer gewissen Umgebung von P keinen unendlich fernen Punkt 
der nicht auf der Tangente von P liegt. 

S. 203, 2.3—1 v. u. Nach S. 910, Z. 21—1 v. u. können diese Entwickelungen 
auch die Form: 


£E=LLı +LCe+---, 
2q9—1 2q 


T- M. q +M,{tı +... 


haben. Diesen Fall berücksichtigt Lie in der Anm. auf $. 2041. 

S. 204, 2.12, 17. Vgl. S.154, 155. 

S.205, 2.1—26. Wie das alles „aus den vorangehenden Betrachtungen“ 
folgt, daß muß der Leser erraten. Er muß sich dabei an das Bd.I, Abh. XVII, 
S. 304, Z.11 v.u.—305, Z.8 Gesagte erinnern. 

S.205, 2.12—8 v.u., Z.1v.u. Siehe Bd. I, S. 784, 2. 26f. 

S. 206, Z.1. Damit sind offenbar die Tangentenflächen der Minimalkurven 
und die Minimalkegel gemeint. Man muß daher eigentlich schließen, daß Lie über- 
haupt jede Integralfläche der Gleichung rt — s®= 0 als developpabel bezeichnet, 
obgleich genau genommen jede solche Integralfläche entweder auf eine reelle Ebene, 
oder auf einen Minimalkegel, oder auf eine Minimalebene abwickelbar ist. Immerhin 
darf man nicht vergessen, daß auch die von Minimalgeraden erzeugten Zylinder 
Minimalflächen sind, aber den Kugelkreis nicht enthalten. 

S. 206, 2.7 v.u. Siehe $. 144. 

S. 206, 2.6—4 v. u. Nach S. 207, Z.12—9 v.u. tritt das ein, wenn die unend- 
lich ferne Ebene, die ja auf der Minimalfläche nur gewisse Gerade ausschneidet, die 
Fläche längs einer dieser Geraden berührt. 

S. 208, Satz 66. Hierin liegt, daß die Zahl R— 2M nie negativ sein kann. Vgl. 
S. 146 und 178. 

S. 209, 2.1—5. Siehe $. 1821. 

3.209, 2. 8—10. Siehe S. 207. 

S. 210, 2.10,9 v.u. Vgl. Abh. I, S. 37 und Bd. I, S. 665, 2. 1f. 

S. 210, 2.9, 8 v.u. Warum beruft sich Lie nicht darauf, daß in jeder Tangente 
von 2 zwei Minimalrichtungen zusammenfallen, daß also diese Tangenten Haupt- 
tangenten der Minimalfläche sind ? 

S. 211f., Nr. 61. Hier begründet Lie die kurze Andeutung, die er Bd. |], 
Abh. XXI (1878), S.336, Anm. 2 gemacht hat. Hiernach ist das Bd. I, S. 801, Z. 16 
bis 14 v. u. Gesagte zu berichtigen. 

S. 212, 2.7,6 v.u. Selbstverständlich muß man sich die beiden Gleichungen 
für p, q auf 2.15 hinzugefügt denken, oder s und o durch p, q ausdrücken. 

S. 213, 2.13—11 v.u. Nach S. 175 ist für die Ennepersche Minimalfläche: 


F(o)= A:(s— a) und nach $. 168—171 und 905f.: 
As 
en 


58* 
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Demnach wird: % 
A As 
FEED 

was nach $. 179 auf die Hennebergsche Fläche führt. 

S. 214, Z.1 v.u. Vgl. S.205, 2.1 v.u. und die Anm. dazu, 8. YIL, 228: 

8.214, 2.12—25. Bd. I, Abh. XVII, 8.296, 309, 782, Z. 20—25, 784, 2.5,4v.u. 

S.214, 2.138—2 v.u. Bd.I, 8. 786—789. Die Worte: „Nachträglich erfahre 
ich... .‘“ können sich wohl nur auf die Bemerkungen Bd. I, S. 787, Z. 3—7 beziehen, 
die in Hennebergs Brief vom 25. September 1877 enthalten sind. Es liegt nämlich 
nur noch ein vom 10. Mai 1878 datierter Brief HennebergsanLie vor, und in diesem 
wird die Frage nach der niedrigsten Klassenzahl gar nicht erwähnt. Vermutlich hat sich 


Lie nur ungenau ausgedrückt. Es müßte heißen: „Gleichzeitig erfuhr ich dureh... .“ 
S. 215, Nr. 64. Vgl. Bd. I, Abh. XXI (1878), S. 338, Anm. 1. 


Zu Abhandlung III, S. 219—265. 


In dieser Arbeit ist der Inhalt der 1878 erschienenen Abh. XXI-—XXIII von 
Bd. I zusammengefaßt und durch neue Entwickelungen erweitert. 

S. 219, 2. 5£. Siehe Bd. I, S. 794, 2.4 v.u., 8.795, Z2.1—7. Etwas näher auf 
Björlings Arbeit geht Darboux ein, Lecons, Bd. I (1887), 8. 279t., 2. Ausg. 
(1914), S. 330f. 

8.219, 2. 6—18. Bd. I, S. 795, Z. 12—19, 8—11. 

S.219, 2.2,1v.u. G. Mathet, Etude sur un certain mode de generation des 
surfaces d’&tendue minimum. Journal de Liouville, II. Serie, Bd. VIII (1863), 
5. 323— 324. 

S.220, 2.4—20. Bd. I, Abh. XXI, 8. 331, Nr. 2, 8. 795, 2. 15—17. 

S. 221, 2.8—14. Diese Abh. ist nicht erschienen. Man vgl. aber Bd. I, Abh. 
XXV (1880), 8. 429—438 und $. 414425. 

S. 221, 7.15—24. Auch diese Pläne sind nicht zur Ausführung gekommen. 
Man sehe Bd. III, Abh. XXXV (1881), insbesondere ebd. Abh. XXXVa, 8.524 und 
Bd. I, 8.780. Endlich Bd. I, Abh. VII (1870), S. 86f. 

S. 222, 2. 1f. Vgl. Abh. II, S. 130, 206, 911, 7. 22#£. 

S. 222f. Diese, milde gesagt, äußerst unschönen Rechnungen hat Darboux 
durch wirklich elegante ersetzt, s. seine Lecons, Bd.I (1887), S. 392—895, Nr. 247, 
2. Ausg. (1914), S. 450—453, Nr. 247. Aber die Gedanken, die nach meiner Über- 
zeugung bei Lie eigentlich zu Grunde gelegen haben, kommen bei allen diesen Rech- 
nungen überhaupt nicht zur Geltung. 

It ) X®=1 und hat die Kurve x,y,z die Bogenlänge s, so sind jedem 
Punkte s dieser Kurve in der zugehörigen Tangentialebene die zwei Minimalrich- 
tungen: x’ + i (Zy’ — Yz’),... zugeordnet. Damit ist auf jeder’ Minimalkurve der 
gesuchten Fläche ein Parameter bestimmt, den wir für die Kurven der ersten Schar s 
nennen, für die der zweiten o. Die Gleichung o = s stellt auf der gesuchten Fläche 
die Kurvex,y,z dar, und es sind in jedem Punkte s, o dieser Fläche die Richtungs- 
koeffizienten der beiden hindurchgehenden Minimalkurven bekannt. Die Gleichungen 
der Fläche werden daher: 


$ 
2 x(0)= 4 [ 96) (dx) + ZW ay a — Yen dzw)) + 
7) 


(ef 
“2 1 [ 20) (dx(0)—-i(Zindyi) — Yilndzl)), 
5 
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wo für o = s herauskommen muß r—=x(s). Zur Bestimmung von p und x ergeben 
sich daher drei Gleichungen: 


et +7), 
die nur durch p(s)= x%(s) = 1 befriedigt werden. 

S. 223, Z2.14—21. Auf dem von Lie eingeschlagenen Wege muß man erst 
noch auf die Gleichungen $. 222, 2.5, 4 v. u. zurückgehen, um die richtigen Werte 
von dV und dW zu erhalten. 

S. 223, 2.5,4 v.u. Es müßte heißen: ‚die Minimalfläche‘“. Deshalb wirkt 
nachher S. 224, Z. 2 so überraschend. 

S. 224, 2.10. In dem Sonderabdrucke, den er mir 1884 gab, hat Lie zu 
„müssen‘‘ die Anmerkung hinzugefügt: ‚Ist die vorgelegte Kurve ds = 0 eine Ge- 
rade und die Ebene X, Y,Z eine einzige Ebene.‘ Er erwähnt diesen Fall wohl, weil 
da die gefundene Bedingung von vornherein erfüllt ist. 

S. 224, S.3—1 v.u. Die Minimalkurve wird dann als ein Verein von oo? 
Flächenelementen betrachtet, und dieser ist ein Integralverein der Differential- 
gleichung der Minimalflächen. Vgl. Abh. II, S.129 und hier, Abh. III, S. 251. 
Dann gilt der Satz: Durch jeden der Minimalkurve angehörigen Elementstreifen, 
bei dem die Ebenen der Elemente keine Minimalebenen sind, geht eine und nur eine 
Minimalfläche, nämlich die gegebene Minimalkurve. Vgl. Abh. XVII, S. 757—762. 

S. 225, 2. 5—8. Vgl. Abh. II, S. 214. 

S.225, 2.4—1 v.u. Die Bewegung soll natürlich eine Translation sein. Ist 
To, Yo, 20 der feste Punkt, so hat die Fläche Gleichungen von der Form: 


z= + AM) — Alt). 


S. 225, 2. 20f. Vgl. S. 227£. 

S. 225£., Nr.5. Bd. I, Abh. XXI, S. 332. 

S. 226, 2.12—16. Man beachte, daß Lie in Bd. I, Abh. XXI und XXII durch- 
weg im Sinne von Schwarz (s. S. 219) von der durch U, V, W bestimmten Minimal- 
fläche spricht, während er jetzt sagt, daß ‚die Minimalkurven der gesuchten Fläche‘ 
bestimmt seien. Leider hält er im folgenden diesen Standpunkt nicht immer fest. 
Um allen Zweifeln und Zweideutigkeiten aus dem Wege zu gehen, haben wir im 
folgenden überall den Wortlaut dahin geändert, daß bei jeder gesuchten Minimal- 
fläche die Minimalkurven angegeben werden. Das erforderte freilich an manchen 
Stellen auch eine Änderung der Formeln, weil an die Stelle von: U, 7, W gesetzt 
werden mußte: 2U,2V,2W. 

S. 226f., Nr. 6 ist neu. 

S. 227, 2.2,1 v.u. Wenn eine Minimalfläche eine Ebene unter konstantem 
Winkel schneidet, so geht durch den Schnitt auch eine Minimalfläche, welche die 
Ebene senkrecht schneidet, auf der also der Schnitt eine geodätische Linie ist. 

8. 228£., Nr.7., Bd. I, Abh. XXI, S. 333, 795. 

S.228,2.2,1v.u. Die Fläche entsteht ja, wenn man eine ihrer nicht gerad- 
linigen Minim alkurven längs einer Erzeugenden verschiebt. 

S. 229, 2. 2—4, nämlich S. 251f., Nr. 25. 

S. 229, 4. 5—7. Ersetzt man ks durch k(s — s,), so hat man alle 00° geodä- 
tischen Linien. 

S.229, Satz 3 ist neu. Die andere Fassung, Z. 18—20 stimmt mit Bd. I, 
S. 333, Satz II überein. 

S. 229£., Nr. 8 ist neu. 

5.229, 2.7 v.u. Wegen (dx:ds)’+ (dy:ds)?—= 1 werden die Richtungs- 
koeffizienten der Schmiegungsebene: k(dx:ds),k(dy:ds), —1. 

S. 230, Nr. 9 führt die Bemerkung in Bd. I, Abh. XXI, S. 338, Anm. 2 näher 
aus. Vgl. ebd. S. 803. Man vgl. auch hier S. 251, Satz 21. 
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S. 230, Z. 14f. In jedem Punkte von C© schneidet die zu L normale Ebene auf 
der Schmiegungsebene von C© die Zylindernormale aus. 

S. 230—232, Nr. 10,11 sind neu. In Bd. I, Abh. XXI wird die „partikuläre 
Anwendung‘ der Nr. 11 auf S. 333 in Nr. 6 angedeutet, und der allgemeine Fall von 
Nr. 10 auf S. 338, Z. 15—19. 

S. 231, Satz 6. Führt man auf eine Minimalkurve eine orthogonale Transfor- 
mation aus, so bleiben die Zahlen M und R ungeändert. Die Klassenzahl der Mini- 
malfläche kann sich daher nur ändern, wenn man aus zwei nicht konjugierten Mini- 
malkurven zwei konjugierte erhält, oder umgekehrt. 

S. 231, 2.5 v.u. Die Bonnetsche Biegung erhält man für a=0,a=-+1. 
Vgl. Bd. I, 8.795, 2.8—1 v.u. 

S. 232, 2.3—1 v.u. Man erhält die Minimalkurven dieser unendlich vielen 
Minimalflächen, wenn man S$. 227, Z2.13—23 auf die beiden Minimalflächen an- 
wendet, von denen die eine den Zylinder längs der geodätischen Kurve berührt, 
während die andere diese geodätische Linie zur Haupttangentenkurve hat. Da beide 
einander senkrecht schneiden, kann man auf $. 227 setzen: A, = cos ©, 4, = sin o, 
wo o eine beliebige Konstante ist, und man erhält entsprechend S. 229, 2. 9—11v.o. 
und 5—3 v.u. für die gesuchten Minimalkurven die Gleichungen: 


2U =xFilkxcoso+yyYi- k:sino), 
2V/ =yFilkycos®o—xyl1+ k:sin w), 
2W =z +iscsw=(k-+icosw)s. 


Diese Minimalkurven gehen wirklich aus den Kurven (9) durch eine orthogonale 
Transformation hervor. 

Ersetzt man nach S. 913, 2.9, 8v.u. s durch s— s,, so erhält man die 
oo® Minimalflächen, von denen S. 233, 2. Sf. die Rede ist. 

S. 233, 2.11—13. Vgl. S. 179. 

S. 233, Nr. 12. Vgl. Bd. I, Abh. XXI, S. 338. 

S. 233, Z.24f. Deutlicher wäre: ‚die beiden Gleichungensysteme (10), ...., eine 
einzige irreduktible.“ 

S. 233ff., $5ff. Diese Theorien, die ursprünglich auf die Abh. XXI—XXIII 
von Bd. I verteilt waren, werden jetzt, in anderer Anordnung, zusammenhängend 
dargestellt. Lie hat schon 1878 alle diese Theorien auf beliebige Translationsflächen 
ausgedehnt, vgl. seinen Brief an F. Klein, Bd. I, S. 807, 2. 10—16. Dargestellt aber 
hat er diese Verallgemeinerung erst 1892 in Abh. XI des vorliegenden Bandes, 
S. 494—506. 

S. 234, Nr.13. Siehe Bd. I, Abh. XXII, S. 340f. Benutzt man die in der 
Flächentheorie üblichen Bezeichnungen (Bd.I, S. 797, 2.18—16 v.u.), so ergibt 


2 &ı=ıH+rl, 2U=e+rlFır). 


Alle diese Formeln gelten auch für den Fall einer ebenen Kurve und nehmen, wenn 
diese in der z, y-Ebene liegt, eine besonders einfache Gestalt an. Man stößt dann 
auf den Fall des zweiten Hennebergschen Satzes. Dieser aber wird später für sich 
betrachtet (S. 251—253, Nr. 25). 

S. 235f., Nr. 14,15 sind neu. Es wird: 


Ee=ae+rl—kri, 
2U, = (lFik)(e + rl Fir)). 
Vergleicht man diese neue, der Evolute der Raumkurve eingeschriebene Minimal- 
fläche mit der nach dem Ort der Krümmungsmittelpunkte eingeschriebenen auf 


S. 234, so erkennt man, daß der Berührungspunkt &,n,{& der neuen von dem Be- 
rührungspunkte z,, yı,2, den Abstand — kr hat. Dieser Abstand ist der Krüm- 
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mungshalbmesser einer Kurve, die aus der Kurve z, y,z durch Vergrößerung im 
Verhältnisse 1:—k hervorgeht. Das ist, was Lie auf 8. 250, 2.2 v. u.—251, 2.2 
bemerkt. 

S. 235, 2.7,6 v.u. Siehe $ 9, 10, S. 248—255. 

S.236, 2.3—1 v. u. Die Berührungskurve &,n,{ wird auf der Evolute: 


g= 2+ rl+ ui der Raumkurve z, y,z durch die Gleichung v— — kr bestimmt. 
Es ist also in Bd. I, S. 800, 2.18 v.u. zu setzen: A=B=0, C=—.k, und 
Z.5 v.u. ebd. wird cot w= —k. Der Punkt, in bezug auf den die Kurve &,n,{ 


schiefe Fußpunktkurve ist, hat demnach die Koordinaten = =. 

Nach Bd. I, 8. 798, Gl. [17] erhält man den entsprechenden Punkt der Evolute, 
wenn man s aus der Gleichung r = 0 bestimmt und den Krümmungsmittelpunkt 
des zugehörigen Punktes der Kurve z, y, z sucht. 

S. 236, Z. 10—5 v. u. Die Kurve €, n, & ist der Schnitt der Tangentenflächen 
der beiden Minimalkurven: 2 —= 2U,(t) und = 2U,(r). Darin liegt, daß keine 
dieser Minimalkurven eine Minimalgerade ist, daß also weder I) U,”?, noch D, U,”? 
identisch verschwindet. 

S. 237, 2.14. Aus (13) folgt: 


€=2U, + 0,0, = 2U,+ 005), 
und zwar können wir uns r so gewählt denken, daß die Determinante: 
Wired] 


für t —= t identisch verschwindet. Demnach wird: 


Ds = a? I U,"® — 02? Baur 


Die Kurve &,n,{ hat daher nur dann keine Bogenlänge, wenn 0, = 0,—= 0. Das 
aber ist nur dann möglich, wenn die beiden Kurven 2—= 2U, und z= 2U, kon- 
gruent sind, und auch in diesem Falle kann es nur für eine diskrete Anzahl von 
Wertsystemen A, B,C eintreten. 
S. 238, 2.4f. Vgl. Bd. I, S. 335, 2. 6—8, S. 799, 2. 5—)9. 
S.239, 2. 8—12. Es ergibt sich: 
m 1-—ik .Mm—n 
n 1-+ik’ m-+n’ 
und es wird: 
2m s er ‚En—n‘ 
Bee > u Due DE 
ee en 
2n 
m+n 
Hiernach aber ist die Minimalfläche S.238, Z. 11—9v.u., also die Fläche (16), ent- 
sprechend S. 235, Gl. (12) in die Evolute der Raumkurve €, n, £ eingeschrieben, und 
zwar längs der Berührungskurve: 
Er & 7”"— 7’ fa 
r=e+ Zen: k Zen: i 


” / BR 
& A re | 


GH letz im 


S. 239, Z.12f. Man beachte, daß diese vier arbiträren Parameter komplex 
sind. 

8.239, 2.8,7 v.u. Setzt mnt=h-+it,, r=t, —it,, so sind nicht bloß 
U,° (ti + it,) und U,°(t, —it,), sondern auch U,(t, + it,) und U;(t, —it,) kon- 
jugiert komplex. Schreibt man daher die Gleichungen S. 238, 2. 6,5 v. u. folgender- 


maßen: R E 
ae a NEE 
U,’(t) & (U, (?) 2 
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so bleibt das ganze System ungeändert, wenn man ö mit — i und t mit 7 vertauscht. 
Die Gleichung zwischen t und T, die aus dem Systeme folgt: 


| U, — U,@), U/l), UT’@)|=0 


hat somit dieselbe Eigenschaft, und man kann infolgedessen eine solche Funktion 
von 7 als neues 7 einführen, daß diese Gleichung bei der Substitution 7 = t identisch 
erfüllt ist. Das aber heißt, daß die Punkte der Kurve £&, n, £, die zu zwei konjugierten 
Werten von t gehören, selbst zu einander konjugiert sind. 

S. 240—242, $ 7. Diese synthetische Begründung hat Lie ursprünglich früher 
veröffentlicht als die analytische. Siehe Bd. I, Abh. XXI, S. 334-336 und 
Abh. XXII, S. 340ff. 

S. 240, 2.20—10 v.u. Vgl. Bd. I, S. 796f. 

S. 241, 2. 1f. Es ist der Satz 9, S. 238, der schon in Bd. I, Abh. XXI, S. 335, 
2. 14—12 v. u. aufgestellt ist, aber ohne die jetzige Vervollständigung. 

S. 241, 2. 3—8. Die Gleichungen auf S. 234, Z. 8—6 v. u. bestimmen die Mini- 
malkurven der Minimalfläche, welche die Evolute der gegebenen Kurve z, y,2 
in den Krümmungsmittelpunkten der Kurve berührt. Nach S. 9/4 kann man 
setzen: 


DBU,=c-+rl—ırl,..; 2U,=sH+rl+tir,.... 


Andererseits haben die beiden Minimalkurven, deren Tangentenflächen durch die 
Kurve z, y,z gehen, nach Bd. I, S. 797, 2.18—9 v. u. die Gleichungen: 


&,=cH+r(l + HA) =2U,...,;38 = + rl —U)= 2U,,.... 


Ist umgekehrt eine Minimalfläche gegeben, so kennt man die Ausdrücke: 
U,()+ U,(r),..., demnach ist zum Beispiel U, (t), also auch &,(t) nur bis auf eine 
additive Konstante A bestimmt. Verlangt man nun, daß die drei Gleichungen: 


(L) =2( U) +A+MU’HI=2IU, nd) —-A+e)d,(d))} 
verträglich sind, so erhält man zwischen t und 7 die Gleichung: 
(M) II! — U. )+ 2A, U), U. d)|=0, 


die auf der Minimalfläche 00° Kurven festlegt. Jede dieser Kurven ist der Ort der 
Krümmungsmittelpunkte einer Kurve, deren Evolute die Minimalfläche längs dieses 
Ortes berührt. Die Gleichungen der Berührungskurve erhält man, indem man ver- 
möge (M) und (L) die Größen t, r,o, und o, durch eine unabhängige Veränderliche 
ausdrückt, und die gefundenen Ausdrücke in (L) einsetzt. Die Evolute ist die Deve- 
loppable, die um die beiden Minimalkurven = U,(t)+ A und z= U,(r) — A 
umgeschrieben werden kann. Ihre Tangentenebenen werden daher durch die Glei- 
chung: 

(N) |e—- uW)—- U), U’H,U,/dl=0 


dargestellt, wo t und r durch (M) gebunden sind. 

Man vgl. hierzu Bd. I, Abh. XXI, S. 335, 2.24 und die Anm. dazu, S. 799, 
7.12—26, die durch das eben Gesagte vervollständigt und zum Teil berichtigt 
werden. Es muß nur noch daran erinnert werden, daß jede algebraische Raum- 
kurve eine algebraische Minimalfläche liefert, und daß andererseits bei jeder alge- 
braischen Minimalfläche die oo? Evoluten und die 00°? Berührungskurven algebraisch 
werden. 

S.241, Z2.13—15. Das ist nicht scharf genug ausgedrückt: es müssen 
U,(t, + it,) und U,(t, —it,) konjugierte Funktionen der reellen Veränderlichen 
t,,t, sein. 

S. 241, Z. 19—22. Vgl. S. 238, Z. 4f. und die Anm. dazu, $.915. 
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$.241, Z.20—10 v.u. Vgl. Bd.I, Abh. XXI, S. 336—338. Ist die um die 
Kurve z, y,z und den Kugelkreis beschriebene Developpable (Bd. I, S. 797, 4.18—8 
v. u.) irreduzibel, so enthält sie die beiden Developpabeln der a. a. O. aufgestellten 
Minimalkurven, die dann Teile einer irreduzibeln Minimalkurve sind. Jede Doppel- 
kurve dieser irreduzibeln Developpabeln ist dann der Ort der Punkte, in denen die 
Tangenten zweier Teile der irreduzibeln Minimalkurve einander schneiden, und 
die Evolute dieser Doppelkurve berührt längs der Krümmungsmittelpunkte der 
Doppelkurve eine Minimalfläche, nämlich dieselbe Minimalfläche, die von der 
Evolute der Kurve x, y,z in deren Krümmungsmittelpunkten berührt wird. 

Ist die Doppelkurve eben, so ist ihre Evolute ein Zylinder, der auf der Ebene 
der Kurve senkrecht steht und den Ort der Krümmungsmittelpunkte zum senk- 
rechten Querschnitt hat. Die Minimalfläche berührt den Zylinder längs dieses Ortes, 
der eine ebene Kurve und infolgedessen eine geodätische Kurve der Minimalfläche ist. 

S. 242, 2.2. Bd.I, S. 788, Abh. I. 

S. 242, Z. 8f. nämlich auf S. 240. 

S. 242, Satz 13. Siehe Bd. I, S. 807, 2.10 v.u. 

S. 243, 2. 3. Siehe S. 220, II. 

S. 243, Z2.12f. Lie hätte erwähnen müssen, daß das Wort Raumkurve hier 
und namentlich in Satz 14 im strengen Sinne zu verstehen, daß also eine Kurve 
doppelter Krümmung gemeint ist. Die Evolute einer ebenen Kurve ist ja ein 
Zylinder und dessen senkrechter Querschnitt ist der Ort der Krümmungsmittel- 
punkte. Demnach ist schon die durch die Kurve bestimmte Minimalfläche in einen 
Kegel eingeschrieben, und zwar in einen mit unendlich ferner Spitze. Der Kegel aber, 
in den die Bonnetsche Biegungsfläche eingeschrieben ist, schrumpft auf die z- Achse 
zusammen, und der Satz 14 verliert daher seinen wesentlichsten Inhalt. 

S. 243f., Nr. 20. Diese Entwickelungen schließen sich in BA. Abk 20x TE 
S. 341f., Nr. 2 unmittelbar an die an, die jetzt auf S. 234 stehen. 

3:343, 1 BE.1,92295 7:8 EVA Die Gleichungen der ersten 
Minimalfläche sind Bd. I, S.797, 2.3 v.u. angegeben. Die der Bonnetschen 
Biegungsfläche werden: 


= (JA) File + rW1S)— rl) A) —ilz()+ r(e)1l)).- 


Also erhält &nan für o—=s die Kurve 1 = — r(s)A(s)= — z,,- nach Lies Be- 
zeichnung. Die Tangentenebenen der beiden Minimalflächen in entsprechenden Punk- 
ten s,o sind parallel; in jedem Punkte o = s sind sie parallel den Tangentenebenen 
der Evolute der Kurve z, y,z, also parallel den Normalebenen dieser Kurve. 

S. 243, 2.53 v. u. Die Normale der Biegungsfläche in dem Punkte = — 2, 
steht nach dieser Gleichung senkrecht auf der Geraden, die diesen Punkt mit dem 
Koordinatenanfange verbindet, die Tangentenebene geht daher durch diese Ge- 
rade. In Bd. I, Abh. XXII, S. 342 führt Lie den Beweis etwas anders. 

S. 244, 7.4 müßte es eigentlich heißen: „Punktes — 2,, — Ya, — N 

S. 244, 7.1221. Ist die in Satz 14 benutzte algebraische Kurve zwar nicht 
eben, aber sphärisch, so ist ihre Evolute ein algebraischer Kegel, und die Bonnet- 
sche Biegungsfläche ist in einen kongruenten Kegel eingeschrieben. Es wäre zu unter- 
suchen, wie viele unter den berührenden Kegeln einer algebraischen Minimalfläche 
die Evoluten solcher sphärischer Kurven sein können, deren Krümmungsmittel- 
punkte die Berührungskurve bilden. 

Andererseits verlohnt es sich, festzustellen, welche Berührungskurven auf der 
Bonnetschen Biegungsfläche den Kurven entsprechen, in denen die ursprüngliche 
Minimalfläche von den oo* umgeschriebenen Evoluten des Satzes 11, S. 239 be- 
rührt wird. 

Ist 2— A,(s)+ A,(c) eine Minimalfläche, so ist nach Bd. I, S.795, 2.6 v.u. 
ihre Bonnetsche Biegungsfläche: 2 — iA, (s) — iA,(o). Für die Minimalfläche (16), 
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S. 238 wird nun die durch die Gleichungen 8. 238,'2. 6,5 v. u. definierte Berührungs- 
kurve durch die Gleichung: 
(L) | U,—U,, U,', U, | =0 


dargestellt, das heißt durch: 

(M) Ind, — mU,’+ (m+n)4, U, 0," |=0, 
oder nach $. 239, (17): 

(N) | U,’ — U, + ik(U, + U,)+ 2A, U, uUr|=0. 


Die zugehörigen Tangentialebenen der Biegungsfläche: 2 = ıU,° — ıU,° haben 
daher die Gleichung: 


(0) |2— k(U,°+ U2°)+ 274, U,°', 0, |= 0, 
sie sind also zugleich die Tangentialebenen der Minimalfläche: 
(P) z=kU),—iA+ (kU,'! — iA) 


in den durch (N) bestimmten Punkten t,r. 

Für k = 0 erhalten wir den besonderen Fall des Satzes 14 wieder. Für k #0 
ist (P) eine Minimalfläche, die aus (16) durch eine Ähnlichkeitstransformation mit 
nachfolgender Translation hervorgeht. Jedenfalls sehen wir, daß dann in die Deve- 
loppable der oo! Ebenen (O) zwei verschiedene Minimalflächen eingeschrieben sind, 
von denen keine auf einen Punkt zusammenschrumpft. Dasselbe gilt von der 
Developpabeln, die von den Tangentialebenen der Fläche (16) längs der Kurve (N) 
gebildet wird. 

S. 244f. Nr. 21. Vgl. Bd. I, Abh. XXII, S. 342f., Nr. 3. 

S. 244, 2.10—1 v.u. Vgl. Bd.I, S. 804, 2. 14—19. 

Ebd. 8.343, 7.12f. wird gesagt, daß die Normalebenen der Raumkurve 
den Tangentialebenen des Kegels parallel sind. An Stelle der Binormalen, die hier 
S. 244, 7.2 v. u. genannt werden, nähme man besser die Krümmungsachsen. 

S. 245—248, Nr. 22. Vgl. Bd. I, Abh. XXII, S. 343—346, Nr. 4. 

S. 246, 2.3—5. Nach S. 2221. 

S. 246, G1. (22). Die vier letzten dieser Gleichungen ergeben sich aus (21) und 
aus 8. 245, 7.3,1 v.u. und ziehen vermöge (21) die drei ersten nach Sich. Es wäre 
daher zweckmäßiger gewesen, die drei ersten hinter die vier letzten zu setzen. 

S.247, 2.9 v.o.—2 v. u. Vgl. Bd.I, 8.804, 2.26—83. Daß in Bd.]I, 
345 überall U,,... steht, hier aber 2U,,...., beruht auf dem in der Anm. zu 
226, Z.12—16 Gesagten (S. 913, 2. 26). 

S.248, 2.148.250, 2.28 entsprechen Bd.I, Abh. XXIII (1878), 5. 349 
bis 352. 

S.249, 7.2,1 v.u. Diese Anm. ist neu. Der Ausnahmefall wird in Nr. 25, 
S. 251—253 behandelt. & 

S. 250, Z. 15—17. Will man nicht die Binormalen durch die Krümmungs- 
achsen ersetzen, so kann man auch sagen: ‚‚deren Normalebenen den Ebenen der 
Developpabeln“. 

S.250, 2.42 v.u. Vgl. Bd. I, S. 807, 2.14—12 v.u. 

8.250, 2.2 v.u.—S. 251, 2.2. Vgl. die Anm. zu 8. 235f., S. 914. 

S. 251, Z. 3—6. Vgl. Bd. I, S. 807, 2.10 v. u.—808, 2.19. 

S. 251, 2.19 v. 0:—6 v.u. Vgl. S. 230, Nr. 9. 

S. 251—253, Nr. 25. Vgl. Bd.I, S.805, 2.15—S. 807, 2. 8, wo die Bestimmung 
der eingeschriebenen Minimalflächen auf andere Weise durchgeführt ist. 

S. 252, 7.64 v. u. Es wird u— + 1, also, wenn wir die Richtung der wach- 
senden Bogenlängen s geeignet wählen, u=1 und {=s— Nunmehr ist: 
o=—4, und aus den Gleichungen auf Z.16f. ergibt sich de: ds=-+o, 


>? 
S. 
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dz:ds— —o. Also ist o eine gewisse Funktion von s, etwa o=#(s), und zwar 
wählen wir do :ds— 9 (s)— — 0so, daß z= o+ c wird. Die Tangenten der beiden 
Kurven x,y und &,nin zusammengehörigen Punkten s, o sind parallel und bei 
unseren Festsetzungen wird: 


x ()= — E(o), „(= —n'(o). 


Lie hätte also eigentlich besser getan, {= — s zu setzen. 
Die Minimalfläche, die durch die gefundenen Werte von U, V, W bestimmt ist, 
hat nunmehr die Gleichungen: 


2r = x(s)+ il) + X) —1$(02), 
2y= y(s)+ inla)+ Y(8) —in(o), 
3 = H+GFt il — 5) + 024 62 — (82 — 52°) 
mit den Nebenbedingungen: x’?(s)+ y’?(s)=1 und: 
H=dls), 9 =d5), Fle)= —x(s), 7 (H)= —y(&)- 


Für s,= s, erhalten wir die Kurve: 


=x(&), 9=yla) 3=da)+ (ca + g—i5P+18°), 


längs deren die Minimalfläche den gegebenen Zylinder berührt. Die vier Konstanten 
€, Ca, SıP, s,° liefern also für diese Berührungskurve nur eine willkürliche Konstante. 
Deren Auftreten ist dadurch bedingt, daß der Zylinder alle Translationen parallel 
zur z- Achse gestattet. Es ist das der einzige Grund, der es berechtigt erscheinen läßt, 
daß Lie die Integrationskonstanten ohne weiteres gleich Null gesetzt hat. 

S. 252, 7. 3—1 v. u. In Lies Handschrift, die noch vorhanden ist, lauten diese 
Zeilen: 

„Laß uns sodann annehmen, daß 4?-+ 1 = 0 ist, alsdann erhalten die Größen 
U,V,W dieselben Werte wie im vorangehenden Falle.‘ 

Hier hat Klein so geändert: „Nimmt man sodann an‘ und: „so erhalten“. 
Die jetzige Fassung der Zeile 1 v. u. hat wohl Lie in der Korrektur hergestellt. 

Aus z=is folgt, daß die Kurve x,y,z eine Minimalkurve ist. Da nun die 
Tangentenebenen des Zylinders zwar einen unendlich fernen Punkt gemein haben, 
aber keinen, der auf dem Kugelkreise liegt, so geht durch diese Minimalkurve über- 
haupt keine den Zylinder berührende Minimalfläche. 

S. 253, Z.1—5. Auch hier hat Lie die Integrationskonstanten ohne weiteres 
gleich Null gesetzt. In Wahrheit erhält man oo! Minimalflächen, deren jede den 
Zylinder längs eines senkrechten Querschnitts berührt. Diese sind übrigens ein be- 
sonderer Fall der vorher gefundenen. Ist nämlich die Kurve &(o,), n(sı) die Evolute 
eines Kreises, so schrumpft sie auf einen Punkt zusammen, und ihre Bogenlänge o, 
ist konstant. 

S.253, 7.6. Die Entwickelungen $. 251, Z.2 v.u.—S. 253, 2.5 gelten all- 
gemein, mag der Zylinder algebraisch sein, oder nicht. Ist er algebraisch, und soll 
das auch von der Minimalfläche gelten, so muß sein senkrechter Querschnitt nach 
dem zweiten Hennebergschen Satze die Evolute einer algebraischen Kurve sein, 
also sind x (s), y (s) algebraische Funktionen von s. Ferner müssen die Minimalkurven: 


2r=x(s)+iilo), Yeylka)tinle), B=nhntis 


algebraisch sein, also auch die Funktionen #(s,), &(0,), n(0,) algebraische Funk- 
tionen ihrer Argumente, das heißt, €, n ist die Evolute einer algebraischen Kurve. 
Diese Betrachtungen hat Lie dem Leser überlassen. 

S. 253, Z.11—14. Es sollte heißen: „Man nimmt die Evolute y(£&,n)=0 
einer anderen ebenen“. Vgl. auch Bd. I, S. 806, 2.17 v. u.—S. 807, 2.8. 
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8.253, Z. 14—16. Man erinnere sich an das 8.978, Z.3 v.u. Gesagte. Übrigens 
stand in Lies Handschrift ursprünglich richtig: <= x, y=y,2=0, was erst 
nachträglich durch die unrichtige Lesart: = z, y=y, z=o von Ann. XV, 
S. 495, 2.5 v. u. ersetzt worden ist. 

S. 253, 2. 19f. Die in dem Satze 22 angegebene Konstruktion unterscheidet 
sich von der der Nr. 23 dadurch, daß die eine dem Zylinder eingeschriebene Minimal-. 
fläche nicht beliebig gewählt wird, sondern den Zylinder längs eines senkrechten 
Querschnitts berührt. 

Das liegt auch in der Natur der Sache. Erhält man nämlich für die hier ge- 
wählte algebraische Evolute y= 0 die algebraische Gleichung o = #(s) zur Be- 
stimmung der parallelen Tangenten der Kurve x, y und der Evolute, und erhält 
man für eine andere algebraische Evolute yı = 0 die Gleichung o, = 9, (s), so gibt 
es zwar eine Evolute „= 0, deren parallele Tangenten durch die Gleichung 
%,=d,(s)—d(s) bestimmt werden, aber diese Evolute braucht keineswegs alge- 
braisch zu sein. 

Daß die Zylinderflächen im Vergleich mit den nichtzylindrischen Develop- 
pabeln ein ganz anderes Verhalten zeigen, geht auch daraus hervor, daß eine in 
einen Zylinder eingeschriebene Minimalfläche bei den in Bd. I, 8. 795, 2.8—1v.u. 
besprochenen Biegungen stets in eine Minimalfläche übergeht, die wieder einem Zy- 
linder eingeschrieben ist. Beispiele derartiger Minimalflächen betrachtet Lie Bd. IR 
Abh. XXI, S. 333, Nr. 6, vgl. auch S. 796. 

S. 253, 2. 21—23. Man muß dann die Minimalfläche durch ihre Minimalkurven 
bestimmen. Setzt man nämlich auf $S. 252: x— 0, U, 2 0,50 hat manrdıe 


Gleichungen: 
dö=0, d&+ dn?= do? 


zu befriedigen und braucht also nur für €, n die Evolute einer algebraischen Kurve 
zu setzen. Die Ausdrücke S. 252, 2.4 v.u. bleiben daher anwendbar, wenn man s 
als konstant betrachtet. 

S. 253—255, $ 10. Vgl. Bd. I, Abh. XXII, $. 346348. 

S. 254, 7. 3—12, Bd. I, Abh. VII (1870), S. 87. Vgl. ebd. S. 660f. und 804—807. 
Öffentlich bekannt gemacht hat Lie den Satz allerdings erst 1878, s. die vorher- 
gehende Anm. 

S. 254, 7.2,1 v.u. Diese vierte Abhandlung ist ebensowenig erschienen wie 
die dritte, auf 8.221 angekündigte. Vgl. Bd. I, Abh.XXV (1880), S.438, Anm. 2 und 
S. 828, 2. 7—14. 

S. 256—259, $ 11. Vgl. Bd. I, Abh. XXIII (1878), S. 352 —356. 

S. 256, 2.14—7 v.u. Vgl. Bd. I, S. 808, 2.15—1v.u. 

S. 257, 2.1—11. Die Formeln sind hier etwas anders als in Bd. I, S. 353£., vgl. 
ebd. S. 809, 7. 1—6. 

8.258, 2.8. Siehe die Anm. Z.4-1v.u. Vgl. auch Bd. I, S. 355, 2. 9, S. 809, 
2.79. Br 
8.259, 2.15—18. Das in Bd. I, Abh. XXIII, S. 356, 2.3—1 v.u. gestellte 
Problem, das Lie hier nicht wiederholt, hat Darboux vollständig gelöst, siehe 
dessen Lecons, Bd. I, I. Ausg. 1887, 8. 408f., II. Ausg. 1914, S. 468f. Es ist ihm 
gelungen, für eine beliebige vorgelegte algebraische Developpable alle eingeschriebenen 
algebraischen Minimalflächen anzugeben. Seine Formeln versagen, wie es sein muß, 
in dem Falle, wo die Developpable ein Zylinder ist. Man vgl. den Schluß von 
Abh. XI (1892), S. 506 und die Anm. dazu, 8.938. 

S. 259, 2.138—10 v.u. Siehe $. 172. 

S. 260, Z.1f. Siehe $. 146. 

S. 260, Z.17—19. Siehe $. 161—168. 

S. 260f., Nr. 33. Vgl. Bd. I, Abh. XXI, $. 336—338. 

3.261, 2.4,3 v.u. Vgl. Abh. II, S. 148ff. 
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S. 262, Z.14—12 v. u. Siehe $. 231f. 

S. 262, Z.4—1 v.u. Vgl. Bd. I, $. 368 Anm., 5.811, 7.4 v. u.— 8. 812, 2.11 
v.u. Auf 8. 811, 2.2,1 v. u. ebd. ist übersehen, daß Lie den Satz doch an der hier 
betrachteten Stelle erwähnt. Gestattet nämlich eine Fläche eine infinitesimale 
Ähnlichkeitstransformation, so gestatten ihre geodätischen Kurven eine infinitesi- 
male Transformation. 

S. 263, 2.5,4 v. u. Siehe Bd. I, S. 368—378. 

S. 268, Z.3—1 v.u. H. A. Schwarz, Crelle Bd. 80 (1875), S. 295f., Ges. Abh. 
Bd. I (1890), S. 185. Er erwähnt da, daß auch Bour die Frage nach den auf Rota- 
tionsflächen abwickelbaren Minimalflächen erledigt hat. Ecole polyt. Tome 22, 
Cah. 39 (1862), S. 99—109. 

$.268, Z.7,6 v.u. Für eine Minimalfläche ist das Bogenelement der sphä- 
rischen Abbildung gleich dem mit — 1: rr’ multiplizierten Bogenelemente der Fläche. 
Andererseits wird das Bogenelement der Fläche beim Übergange zu der ähnlichen 
mit K® multipliziert, also bleibt das Bogenelement der sphärischen Abbildung un- 
geändert. 

S.264, Z.1—8. Selbstverständlich ist auch zu setzen: = 2 — iy, ®' (6) 
— X —-iY. Das Bogenelement: 


Az: ie 2) gmarctg(y:x) 
erhält bei der Substitution: 


2? + yP= e-9, 2iarltg(y:2)=ıL+) 
die Gestalt: 


fe —y)ertdrdy. 


Dieses Bogenelement aber gestattet eine konforme infinitesimale Transformation, 
s. Abh. IV, S. 279—283. 
S. 265, 2.4.3 v.u. Siehe Rd.TI, S. 812. 


Zu Abhandlung IV, S. 267—373. 


Abhandlung XXIV (1879) von Bd.I ist hier an vielen Stellen umgearbeitet 
und zum Teil stark erweitert. Unter den am Schlusse zugefügten fünf Noten ist die 
letzte, S. 365—373 ein nahezu unveränderter Abdruck von Abh. XXVI(1 882) von 
Bd.1. 

S. 267, 2. 6—9. Siehe Bd. I, S. 814, Z. 12—30, S. 842, 2. 17—21. 

S. 268, Z.17—15 v.u. Vgl. die Anm. zu $. 283, 2, 4—9, 3.993. 

S. 269, 2.47. Vgl. S. 301f., Nr. 18. 

S. 269, 2.10—19. Siehe Bd. I, S. 811, 2. 16—18. 

S.269, Z.4—1 v.u. Die Anm. ist offenbar bei der Korrektur hinzugefügt 
worden, worauf auch das: (Juni 1882) hindeutet. F. Klein, der die Arbeit vor dem 
Drucke durchgesehen und auch die Korrektur mit gelesen hat, machte in einem 
Briefe aus Leipzig vom 19. 4. 1882 auf v. Mangoldts Aufsatz aufmerksam und am 
18.5. auch auf Weingartens Arbeit von Ende April. Dadurch werde eine Ver- 
mutung bestätigt, die A. Brill schon 1879 ausgesprochen habe. 

H.v.Mangoldt, Über die Klassifikation der Flächen nach der Verschieb- 
barkeit ihrer geodätischen Dreiecke. Datiert 13. 3. 1882. Berichte der naturforsch. 
Ges. zu Freiburg i. B., Bd. VIII (1882), S. 73—78. 

Weingarten, Über die Verschiebbarkeit geodätischer Dreiecke in krummen 
Flächen. Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1882, S. 452 —456. 

S. 269, Z.12—-9 v. u. Deutlicher wäre: „Bestimmung einer jeden Fläche, die 
eine kontinuierliche Schar von geodätischen Abbildungen auf sich selbst zuläßt.“ 
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Aber es empfiehlt sich überhaupt, die Definition der geodätischen Abbildung etwas 
anders zu fassen und zu sagen: 

Die auf eine gegebene Fläche geodätisch abbildbaren Flächen 
erhält man, wenn man alle Bogenelemente aufsucht, für welche die 
Differentialgleichung der geodätischen Linien dieselbe Form hat, wie 
für die gegebene Fläche. 

Es ist das die Definition, die Lie selbst auf $. 339 zugrunde legt, als er dazu 
übergeht, den von Dini nicht berücksichtigten Fall der geodätischen Abbildung zu 
behandeln. Stellt man sich auf diesen Standpunkt, so liegt es sehr nahe, nach allen 
einer gegebenen Fläche unendlich benachbarten Flächen zu fragen, auf die sie geo- 
dätisch abbildbar ist. Sucht man sodann unter diesen unendlich benachbarten 
Flächen alle die auf, bei denen die geodätische Abbildung auf die gegebene Fläche 
durch eine infinitesimale Punkttransformation ersetzt werden kann, so hat mangenau 
das Problem, das Lie in der vorliegenden Abhandlung behandelt. Das Liesche 
Problem wird so ein Unterfall eines allgemeineren Problems und erscheint daher von 
vornherein in zwei Probleme zerlegt. Ich habe das näher ausgeführt in der Abhand- 
lung: „Die geodätische Abbildung der Flächen“, Monatshefte für Math., Bd. 43 
(1936), S. 44—50. Daß Lie ein so naheliegender, gerade für ihn so natürlicher Ge- 
danke vollständig entgangen zu sein scheint, ist höchst merkwürdig. 

Erwähnt sei nur noch, daß alle diese Beziehungen und Fragen noch deutlicher 
und schärfer ausgedrückt werden können, wenn man, statt der geodätischen Abbil- 
dung von Flächen, die geodätische Abbildung von quadratischen Bogenelementen 
betrachtet. 

S. 270, 2.12,11 v.u. Das bezieht sich wohl auf S. 355, Z. 15—18 und S$. 357, 
2. 18—S. 360. 

S. 270, Z. 18—20. Das in Note 5, $. 365-373 behandelte Problem deckt sich 
mit dem hier angegebenen nicht. Dort werden alle Minimalflächen gesucht, deren 
Bogenelement die Liouvillesche Form erhalten kann, und es stellt sich heraus, daß 
diese sämtlich auf Rotationsflächen abwickelbar sind, daß also ihr Bogenelement 
eine infinitesimale Transformation gestattet. Erst am Schlusse der Note 5, S. 373: 
2.11—5 v.u. fragt Lie nach allen Minimalflächen, deren geodätische Linien eine 
konforme infinitesimale Transformation gestatten, und spricht dann kurzerhand 
auf 2.4—2 v.u. einen Satz aus, der dem 8. 270, 2.18—23 Gesagten entspricht. 

8.270, 2.20. Es ist die Bd. I, S. 829, 2. 13#. angeführte Abhandlung von 
Bour. 

5.270, Z.21—23. Siehe Bd.I, Abh. XXIV (1879), 8.368, Z.5—1 v. di 
S. 811. Ferner hier Abh. III (1879), S. 262—265. 

S. 270, Z.3—1 v. u. Das geschieht auf $. 271—276, 293—298. 

S. 279, 2. 5—8. In Bd. I, Abh. XXIV, 8. 365, Z. 9—12 drückt sich Lie ebenso 
aus. Er bezeichnet diesen Fall wohl deshalb als den allgemeinsten, weil ihm die um- 
fassendste Flächenklasse entspricht. Das Bogenelement enthält nämlich im ersten 
Falle eine willkürliche Funktion eines Argumentes, $. 281, Satz 5, im zweiten und 
im dritten Falle dagegen nur eine endliche Anzahl von willkürlichen Konstanten, 
S. 287, Satz 8 und $. 291. 

S. 279, 2.17—8 v. u. Siehe $. 362, Satz 27 und $. 298—334. 

S. 281, 2.19f. Es ist nicht ersichtlich, welche Berechtigung das ‚somit‘ hat. 
Das Bogenelement ist ein spezieller Fall von (7), denn man kann durch Einführung 
neuer z und y erreichen, daß X, (z) = e“* und Y—=1 wird. 

S.281—283, Nr. 8. Vgl. Bd.I, Abh. XXIV, S. 367. Neu hinzugefügt sind 
S. 282, 2. 15—S. 283, Z. 9, sowie ein Teil der Anm. auf $. 282. 

8.282, 2.15, 14 v.u. Es ist die Bd. I, 8. 842, Z. 18—21 angeführte Arbeit. 
Auf deren Seite 276 sucht man aber zunächst vergebens den „von Dini angegebenen‘ 
Satz. Erst nach längerem Überlegen kommt man dahinter, daß das dort auf Z.8—12 
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 Gesagte gemeint sein muß, was auf Z.7,6 v. u. noch einmal wiederholt wird: 

Sind zwei Flächen geodätisch auf einander abgebildet, und ist die Abbildung weder 
die Kongruenz, noch die vollkommene Ähnlichkeit, so kann auch keine Ähnlichkeit 
im Infinitesimalen stattfinden, und die Winkel bleiben nicht erhalten. | 

$. 282, Z.12—1 v.u. Vgl. Bd. I, S. 367, Z.7—2 v.u. und S. 811, 2. 23—28. 
Unter der „Fläche“ im n-fach ausgedehnten Raume ist wohl eine (n — 1)-fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit zu verstehen. 

S. 283, 2.49. Es ist die schon oft angeführte Abhandlung: ‚Theorie de la 
d6formation des surfaces“, Cahier 39 (1862). A.a. O. geht Bour davon aus, daß 
bei einer auf eine Rotationsfläche abwickelbaren Fläche das Bogenelement die Form 
dv? Gdu? erhalten kann, wo G von u frei ist. Er bemerkt, daß dann die Differential- 
gleichung der geodätischen Linien, als dynamisches Problem aufgefaßt, ein Integral 
1.O.und 1. Grades zuläßt, und daß diese Eigenschaft nach einem Satze von Massieu?) 
für die auf Rotationsflächen abwickelbaren Flächen kennzeichnend ist. Man sieht 
daher eigentlich nicht recht, wie Lie dazu gekommen ist, hier auf Bour zu ver- 
weisen. Denn die Tatsache, daß das Bogenelement dv? + G(v) du? bei der infinitesi- 
malen Transformation du = öt, 60 — 0 invariant bleibt, ist doch eine gänzlich 
neue Bemerkung, die Bour vollständig fern lag. 

S. 283, Nr. 9. In Bd. I, Abh. XXIV, S. 368 erwähnt Lie, daß er diese Flächen 
Spiralflächen genannt habe, s. ebd. S. 811, 2.21—18 v.u. 

S. 283, Z.14—12 v. u. Siehe Bd. I, S. 811, 2.16 v.u. 

S.283, 2.6—2 v.u. „Sur les conditions pour qu’une forme quadratique de 
n differentielles puisse &tre transformee de fagon que ses coefficients perdent une 
partie ou la totalit& des variables qu’ils renferment‘‘, erschienen 1878. 

S. 284, 7. 3—1 v.u. Vgl. auch Bd. VI, Abh. III (1885), S. 140 Anm. 

S. 286, Nr. 11. In Bd. I, Abh. XXIV, S. 370, Nr. 7 wird &=1 gemacht, was 
Lie jetzt vermeidet. Indem er auf S. 287, 2. 3 die Veränderliche x geeignet wählt, 
erreicht er, daß das in y lineare e” nur eine Funktion von x enthält, während 
auf 8.371 von Bd. I die Form (16) von e” immer mitgeschleppt werden muß. 

Es ist wünschenswert, sich davon zu überzeugen, daß diese Wahl von x wirk- 
lich zulässig ist; denn sie ist ungewöhnlich, wird doch dabei die unbekannte infini- 
tesimale Transformation benutzt. Führt man aber an Stelle von x eine Funktion 
x, von x ein, so wird e®dxz = e®ı dz,, also: 

WO, — % E” dz £ ds 
bern—y(f ee en) da,’ 
das heißt, wenn man f+ + «= z setzt: 6eı = y+ Fı’(&)- Hier ist: 
Fea)=F:f+E"), 
was allerdings nicht unmittelbar durch das gewählte x, ausgedrückt werden kann. 
Verschwände f’+ £”, so hätte man eine abwickelbare Fläche. 

S. 287, 2.13,12 v. u. Dabei sind &,n und e® stillschweigend durch 6 dividiert. 
Offenbar wird alles ganz wesentlich einfacher als auf S. 371f. von Bd.I und die 
ganze dortige Seite 373 wird erspart. 

S.288, Z.1-—8. Man sehe $. 305ff., 310, 312—318, 341f. Nur an der letzten 
Stelle ist ausdrücklich von reellen Flächen die Rede. Vgl. Bd. I, S. 812, 2.4 v.u. 
bis S. 813, 2.3. 

S.291, 7.3—14. Die Lücke, die hier bei Lie zurückgeblieben ist, hat G.Koenigs 
ausgefüllt in seiner großen Preisarbeit: 


Memoire sur les lignes geodesiques, 


Mömoires present6s par divers savants, Tome XXXI, II. Serie, Paris 1894, von 
der übrigens schon 1892 ein „Resum& d’un me&moire sur les lignes geodesiques 


1) Vgl. Bd. III, S. 726, 2. 25>—19 v.u. 
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in den Annales de Toulouse, Bd. VI, p- 1—34 erschienen ist. Man vgl. in der Preis- 
schrift S. 249#f. 

S.291, Nr. 13. Über die Flächen, bei denen X’"=# Y’", siehe $. 359f. 

3.292. Bis 2.10 stimmt $4 ganz mit $4 von Abh. XXIV in Bd. I überein 
(s. dort S. 377, 2.12 v.u.), dagegen sind $. 292, Z.11—8. 293, Z. 4 neu. 

S. 293, 2.1. Es ist nicht zwersehen, welche Stelle Lie meint, denn unmittelbar 
kommt diese Form des Bogenelementes im folgenden nicht wieder vor. Vielleicht 
denkt er an Satz 22*, S. 342 und Satz 25, $. 354. 

S. 293, Z2.1—4. Es wird ja: 

yr eu RK; (Dr? — pt i 
mithin: 
d ” = 1 4 2 


S. 293, 2.10f. Nämlich auf $. 324. 

S. 295, 7. 10—8 v. u. Es müßte aber auch noch bewiesen werden, daß (B,.B,) 
aus (B,B,) durch Erweiterung, nämlich durch Hinzunahme von y' entsteht, genau 
so, wie das B’f auf S. 275 aus Bf, S. 273. Lie betrachtete das allerdings als selbst- 
verständlich. 

8.296, Anm.1 u. 2. Siehe Bd. V, Abh. XIII (1883), S. 358f. und S. 359, 
VERDI BER 

S.298, 4.8 v.u. Dagegen kann 7, — an, nicht identisch verschwinden, weil 
sonst nach 8.276 die beiden infinitesimalen Transformationen nicht unabhängig 
von einander wären. 

5. 300, Nr. 17. In Bd. I, Abh. XXIV, S. 386, Nr. 16 verfährt Lie etwas anders. 

5.300, 2.5—3 v. u. Merkwürdigerweise beachtet Lie nicht, daß sich aus 
Z.T v. u. ohne weiteres c = a ergibt. 

S. 301, 2.12. Zu diesen Flächen gehören ja auch die abwickelbaren. 

S. 301f. Die ganze Nr. 18 ist neu. 

S. 302, 2.5,4 v.u. Siehe $. 330f. und $. 343347. 

3.303, 2.9 v.u. Man tut gut, auf $. 304—310 stets die hieraus folgende 
Gleichung: W=YY'f@e)+ Y'F(e) 

im Gedächtnisse zu behalten. - 

S. 304, 2. 3f. Siehe $. 349, Z. 7—10. 

S. 305—312, Nr. 20—23 entsprechen Bd.I, S. 388-393, Nr. 1S—21, sind 
aber im einzelnen sehr umgearbeitet. 

S. 306, 2. 10—7 v.u. Der Faktor 2 wird weggelassen. Auf Z.7 v.u. hieße es 
an Stelle von ‚früher‘ besser: „bisher‘‘. 

S. 307, 7.2,3,5. Nach den Bezeichnungen von Bd. I, 8. 390 ist: B, — 2H,,. 
op = Be 5 Pl 

S. 307, 2.10—12. Siehe S. 362, Satz 27. + 

S. 308f., Nr. 21. Das ist wesentlich einfacher als in Bd. I, 8. 390f., Nr. 19. 

S.310, 2.6—4 v. u. Nämlich auf 8.305, Z.11 v. u. für ae -= 0, ferner 
S. 308, 2.9 für ae + 0, endlich 8. 309, 7. 6 für a -+ 0. 

S. 311, 2. 5—7, vgl. Nr. 10, $. 284f. 

S. 311, 2. 17f., also wäre F konstant. 

S. 311, 2. 9—7 v. u. Es muß ja b — 0 sein. 

S. 313, Z. 9—11. Siehe $. 3421. 

S. 313, 2. 17f. Nach S. 312, Z.3 v. u. wäre dann nämlich ® konstant. 

S. 315, Z. 4f. Man findet: 


A=(L:2yYß)—k, B=(L:2yYPß)-+k, 


aber /, verschwindet nicht, weil x’ nicht konstant ist. 
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S. 315, 2.9, 8$v.u. Auf $. 306 und 310. 

S. 315, Z2.7,6 v. u. Siehe $. 306f. 

S. 315f., Nr. 25. Jetzt kürzer als in Bd. I, S. 397£., Nr. 24. 

$. 318334, $8 entsprechen Bd. I, S. 399—408, $ 10, jetzt wird aber alles 
vollständig durchgeführt. 

S, 318, Z.14—12 v. u. Siehe S. 310, Satz 16. 

S. 318, Z. 12—10 v. u. Siehe $. 300, Satz 13. Diese Flächen werden erst auf 
S. 333f. berücksichtigt. Eigentlich müßte es heißen: „und deren geodätische Linien 
zwei konforme ....“ 

S. 322, Z.15—12 v. u. Siehe $. 338, Anm. 

S. 324, 2.13 v. u. Siehe S. 291. 

S.325, Z.11 v.u. Der Fallx=1 kommt erst auf S. 331, Z.13f. In Bd. I 
wird er noch nicht behandelt, siehe da S. 408, 2.9 v.u. 

S. 325, 2.2 v.u.—S. 326, 2. 3. Vgl. Bd. I, S. 817, 2. 12—17. 

S. 326, Z. Sf. Der Fall = — 1 wird auf $. 332, 7.6 v.u. behandelt. In Bd. I 
ist er noch nicht erledigt, siehe da S. 408, 2.9 v. u. 

S. 328, Z. 6—12. Vgl. S. 348. 

S. 328, Z. 13—17. Vgl. Bd. I, S. 408, 2. 6—15. 

S. 328, 2.18—8. 331, Z.12. Dieser Fall ist in Bd. I noch nicht behandelt, 
siehe dort S. 407, 2.5, 4v.u. 

S. 331, 2.6—12. Für das Bogenelement ®—= 1 + y erhält man daher die 
drei infinitesimalen Transformationen: 


af df df df 

aa ay’ "dat Yay’ 
en af af 
) Bene 2 D N 2 en 
(3% a ae 


S. 331, Z.13f. Dieser Fall war auf $. 325, Z. 18 ausgeschlossen worden. 

S. 332, 2.6,5 v.u. Dieser Fall war auf S. 326, Z. 9 ausgeschlossen. 

S. 333, Z. 11—14. Vgl. S. 318, 2. 12—10 v.u. 

8.334, 7.7—15. Aus Gl. (54*) folgt durch Anwendung der Operation 
df:d2e—df:dl: 

7Z 3m 2m(m —]1) 
77, De „ E | LE 
w +® l ae +0o Wa (z2+£)? (wW+o)=0, 

ferner, wegen U) = ao N)—0: 


2 u 
3m (w” ne o") re = m (m 1) 


(w’ He @"”) Be] s 


2+L 
und hieraus für m-+0,1 durch Anwendung der Operation: df:d2+df:d£: 
ZZ ZZ iR m 
w 0) 2 3 IE -—(. 
Ist daher m auch -+ — 2, so ergibt sich w” — ®’ —= 0. Hieraus folgt e=d=y= 


— ö6—0, und (54*) liefert nunmehr: 
3m (b— B)(z + &) + 2m(m — 1) —a+bz2 — Pd)=0. 


Für m#0,—2,1ist ddherb=ß=0unda=x, was nur auf die nichtssagende 
Lösung: X=ya.c-+ a, Y=ya.y-+ b, und Y= 0 führt. 
S. 334, Z. 17—19. Siehe S. 330£. 
S. 334, 2.12—9 v.u. Siefie $S. 346. 
S. 334, 2.6-—4 v.u. Siehe $. 344f. 
S. 334, 2.3—1 v.u. Siehe $. 362, Satz 27. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II 59 
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S. 335—849. Diese ganze Note 1 ist neu. 

S. 335, Z. 3f. Siehe Bd. I, S. 842, Z. 18—21. 

8.335, Z.15—17. Daß Dinis Ergebnisse einer Ergänzung bedürfen, hat Lie 
schon 1881 angedeutet, s. d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVL, S. 529, Anm. 

8.335, Z2.18f. Über Tissot vgl. Bd.I, 8.842, Z.22—-24. Seine erste Mit- 
teilung hat den Titel: ‚Sur les cartes g6ographiques“, C. R. Bd. 49 (1859), S. 673 
bis 676. 

S.337, Anm. Da er sich mit geographischen Karten beschäftigte, hatte 
Tissot keine Veranlassung, zu erwähnen, daß er nur reelle Abbildungen betrachtete. 

S. 338, Z.22. Es sind das oo? verschiedene Bogenelemente, unter denen das 
ursprüngliche enthalten ist, nämlich für a —=0, b=1. 

S. 338, 2.7,6 v. u. Siehe $. 343—346. 

S. 339, Z. 12—15. Dabei darf E nicht verschwinden. 

S. 340, Z. 9£. Der hierdurch erzielte Gewinn ist nur scheinbar. Zusammen mit 
der Weglassung des „unwesentlichen konstanten Faktors“ auf S. 341, 2.6 hat 
nämlich Lies Verfahren zur Folge, daß das Bogenelement S. 341, Z.17 gar keine 
willkürliche Konstante enthält, statt zweier, die es enthalten müßte. Die Einfüh- 
rung von X als neuem x ist aber auch gar nicht nötig. Aus (57) folgt nämlich durch 
Elimination von E,: 


Bin 
EB F 10% 
also können wir setzen: 
a 


wo die willkürliche Konstante c hinzugefügt ist, damit die Integralgleichungen 
ebenso wie das System (57) die Eigenschaft haben, ungeändert zu bleiben, wenn 
man E,F,G mit einer Konstanten multipliziert. Wenn wir ferner die zweite Glei- 
chung (57) in der Form: 


schreiben, können wir setzen: 
e fe 
VE=c?o,, F=ca,a, 
und erhalten: 


gezauN, do - ı 


also schließlich: 
2 ‚2 ’ ’ 
Bu. ET, a ( 


und: " 
F=-(Y+-X)XY. 


Hier kann X durch X + a ersetzt werden, ohne daß sich F ändert. Man hat 
demnach, genau wie in dem Dinischen Falle, oo? Bogenelemente. Unter diesen ist 
das Bogenelement F dx dy selber mit enthalten, nämlich für c = — a?, wenn man a 
unendlich werden läßt. 

Übrigens kann man in ganz ähnlicher Weise alle Flächen bestimmen, auf die 
die Fläche mit dem Bogenelemente 2 (z, y) dx dy geodätisch abbildbar ist. Vgl. 
die auf S. 922 angeführte Abhandlung von Engel: 

S. 341, 2.10—6 v.u. Sind r,h solche Koordinaten, in denen das Bogenele- 
ment reell ist, so werden die Minimalkurven durch Gleichungen von der Form: 
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U(£,9)+iV(£,9)= const. dargestellt, wo U und V reelle Funktionen sind. Es 
ist daher: ; 
s=gp(U+iV), y=xlÜ—iV), 


wo p und x komplexe Funktionen ihrer Argumente sind. Setzt man: 
!=pUL—iV)=oly), Y=xUHiN)=B@, 


so muß ein Bogenelement von der Gestalt Z. 7 v. u. herauskommen. 
S. 342, Z. 11f. Es wird: 


wobc—ad-=0, denn sonst wäre X konstant und die Fläche abwickelbar. Ferner 
ergibt sich: 
z—=tar+cr!+e, aY?+2bY=2y-+k, 
YYüar+co)+bf+dY=r+yly), 


ayY+bY=1, eYY+d.Y=yly). 


das heißt: 


Im Falle a =# 0 wird daher: 

ay(y)=c-+ (ad—bec)Y’, 
wo: 
day 1 


y- 


Im Falle «—=0 dagegen hat man: 


2Y—=2y-k, 
mithin: 


d 
Wu @y+M+,- 


S. 342, 2.14—10 v. u. Siehe S. 306, Z. 4; S. 310, Satz 16; S. 315, 2.10 v.u.; 
S.316, Z.5 v. u.; 8.330, 2.2 v. u. Nach S.306 kann das Bogenelement 


er —yTd: x? die Gestalt: e®— x&y-+- a annehmen; deswegen tritt in Satz 22* 
plötzlich die Form S. 342, 2.1 v.u. auf. 

S. 343, 2.2. Hier sind die Fälle a = + b ausgeschlossen, weil sie abwickelbare 
Flächen liefern. 

S. 344, 2.9, 8v.u. Es wird nämlich das ds? mit 2 multipliziert, und 2y+2)=M 
gesetzt. 

S. 345, 2.6—1 v.u. Koenigs hat gezeigt, daß diese Vermutung Lies nicht 
zutrifft. Die Flächen mit dem Bogenelemente (62) sind nämlich auf Rotationsflächen 
abwickelbar. Vgl. die auf S. 923 angeführte Preisschrift, S.43. Es würde aber zu 
weit führen, wollte ich auf den Beweis eingehen. 

S. 345, 2. 3—6. Der Fall K — 0, der noch einfacher ist, führt auch nicht auf 
elliptische Funktionen. 

S. 345, 2. 16—19. Siehe S. 306, 307, 310, 312. 

S. 345, Z. 9—7 v. u. Man findet: 


d?= (fy+öc+y+te)Bßödzrdy, 


wo weder ß noch ö verschwinden darf. In dem Ausdrucke auf Z.7 v.u. muß daher 
a? == b? sein. 
59* 
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S. 346, 4. 9—13. Hier hat Lie außer acht gelassen, daß eine der beiden Kon- 
stanten, zum Beispiel b, verschwinden kann. Er berücksichtigt also merkwürdiger- 
weise nicht, daß das Bogenelement (©+ y) dx dy selber die Liouvillesche Form 
hat. Nach Dini erhält man daher noch die Flächen mit dem Bogenelemente: 


een. 


(ai +0) Asa 


erhalten kann, mit der Bedingung c # 0. 

Es ist das die ‚„inadvertance‘“ Lies, von der Koenigs auf $. 23 seiner Preis- 
schrift spricht. Er hätte nur seinen Lesern auch den Gefallen erweisen sollen, die 
Stelle bei Lie anzugeben, wo sich das Versehen findet. Er verrät nicht einmal, 
welches der von Lie übersehene Typus ist. In seinem Tableau V findet man den 
auf S. 109 unter Nr. (8). 

S. 346, 2.14—12 v.u. Wegen der Beschränkungen, denen a,b unterworfen 
sind, muß AB(A + B)=# 0 sein. 

S. 347, 2.2 v.u. Außerdem muß auch A+ B= O sein. 

S. 348, 2. 6—8. Vgl. S. 330f. 

S. 349ff., Note 2 bildet in Bd. I, Abh. XXIV den $5, S. 378-382, ist aber 
jetzt ganz wesentlich erweitert. 

S.351, 2.8—1 v.u. Diese Anmerkung ist neu, namentlich auch die auf 
2.4—1 v. u. gestellte Aufgabe, die mit der Bd. I, Abh. XXIV, 8.408 Anm. ge- 
stellten jedenfalls nicht unmittelbar zusammenhängt. Vgl. Bd. I, S. 817f. 

S. 353, 2.9—1 v.u. Vgl. S. 291. Das damalige & heißt jetzt a. 

S. 354, 2.10—20. In Bd. I, Abh. XXIV, S.381 findet man diese Betrach- 
tungen noch nicht. 

S. 855, 2. 15—18 sind neu. 

S.355, 2.19. Siehe Bd. I, S. 829, 2. 13f. 

5.356, Z.14—16. Man kennt ja nach Jacobi von vornherein einen Multi- 
plikator. 

S. 357£., Nr. 43. Was Bour angeht, vgl. man Bd. I, S. 817, 2.15 v.u. Lie 
führt jetzt selbst einen Teil von dem aus, was er Bd. I, Abh. XXIV, S. 408, Anm. 
angedeutet hat. 

S. 859, 2. 5—7. Siehe $. 353. 

S. 359, 2.2 v. u.—S. 360, Z. 3. Siehe S. 343—346. 

S. 360, Z. 16—24. Vgl. Lie-Scheffers, Diffgl. S. 160f., 178—181. 

S. 360— 8363, Note 3. In Bd. I, Abh. XXIV ist das $ 6, S. 382— 8384. Auf neue, 
verbesserte Weise führt Lie die Untersuchung durch in Bd. VI, Abh. VI (1889), 
S. 244— 246. z; 

S. 361, 2. 7f. und S. 3862, Z. 12f. Vgl. Bd. VI, Abh. I (1880), S.88f. 

S. 362, Satz 27. In der Aufzählung Bd. I, Abh. XXIV, S. 384 ist also bei der 
fünften Gruppe der Parameter / überflüssig. Aber auch die jetzige Aufzählung ent- 
hält noch Gruppen, die gar nicht auftreten können. Lie hatte offenbar damals die 
Frage noch nicht vollständig erledigt, welche Differentialgleichungen 2. O. bei den 
einzelnen Gruppen von Punkttransformationen der Ebene invariant bleiben und 
welche darunter nicht auf die Form y” = 0 gebracht werden können. 

Beachtet man, daß die Differentialgleichung der geodätischen Linien die 
Form hat: y”= einer ganzen Funktion dritten Grades von y’, so ergibt sich folgendes: 

Die Gruppe: p,q,2p + (2 + y)q ist ausgeschlossen, weil ihre invarianten 
Differentialgleichungen 2. O. die Form: y” + ke=9’— 0 besitzen (Bd. V, Abh. X, 
S. 270f., Nr. 20). 


das auch die Form: 
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Bei der Gruppe p,q, 2p + Aygq ist A = 0 ausgeschlossen nach $. 362, 2. 5—8. 
Ebenso A—1, weil dann y”= 0 die einzige invariante Differentialgleichung 2. O. 
ist. Nach Bd. V, S. 258f., Nr.7 und Bd. VI, Abh. VI, S. 246 sind aber auch alle 
andern Werte von A ausgeschlossen. 

Bei der sechsten Gruppe ist A=F 0 ausgeschlossen, denn die Gruppe kann 
dann die Form p-+ q, zp-+ yq, z2°p-+ y?q erhalten, und diese kommt nicht in 
Betracht nach Bd. V, Abh. X, S. 260f., Nr. 10 und Abh. XIX, S. 475, h. 

Wenn daher die geodätischen Linien einer Fläche von nicht konstanter Krüm- 
mung eine dreigliedrige Gruppe gestatten, so kann diese Gruppe die Form: 
p,zp-+ yq, 2:p+ 2 xygq erhalten, wenn man nicht eine der beiden projektiven 
Formen: 

p,22p+ yg, 2@?p+ 2yg, 
oder: 
”q,2P — yq,yp 
vorzieht. 

Die Fälle 4, 5 und 7 auf S. 363 kommen demnach gar nicht in Betracht. 

S. 363f., Nr. 46. Es ist sonderbar, daß sich Lie die endliche Gleichung der geo- 
dätischen Kurven gegeben denkt und nicht die Differentialgleichung. Da er auf 
S. 364, Z.7—9 von vier Bedingungsgleichungen spricht, die erfüllt sein müssen, macht 
er offenbar stillschweigend die Voraussetzung, daß die aus 2 = 0 folgende Differential- 
gleichung ® —=0 die Ableitung d?u: dv? als eine ganze Funktion dritten Grades von 
du: dv bestimmt. Es ist eine starke Zumutung an den Leser, daß er das erraten soll. 

S. 364, 2.15—12 v.u. Gibt es überhaupt ein Wertsystem E,F,@G, das die 
Bedingungsgleichungen erfüllt, so besitzt das Wertsystem cE, cF, cG mit der will- 
kürlichen Konstanten c dieselbe Eigenschaft. Der erste denkbare Fall ist demnach 
in Wahrheit der, wo cE,cF,cG das allgemeinste Wertsystem ist, das die Bedingungs- 
gleichungen befriedigt. Die Bestimmung von E, F,G erfordert dann eine Quadratur, 
die allerdings für gewöhnlich auch als eine ausführbare Operation betrachtet wird. 

Haben die gefundenen Bedingungsgleichungen Lösungen, so bestimmen diese 
eine Schar von Bogenelementen. Die betreffende Schar besteht aus allen Bogen- 
elementen, die auf ein beliebiges unter ihnen Each abbildbar sind. Vgl. die 
Anm. zu $. 269, 2. 12—9 v. u., S. 921f. 

S. 365— 373, Note 5 ist ein wenig veränderter Abdruck von Bd. I, Abh. XXVI 
(1882). 

S. 366, (2). Vgl. Bd. I, S. 828, 2. 21. 

S. 368, 2. 7—5 v.u. 8. Bd. I, S. 828, Z. 24—28. 

S. 370, Z. 14f. S. Bd. I, S. 828, Z.11—9 v.u., wo an Stelle von e? +) zu 
lesen ist: ee @ 39%. 

S. 370£., Nr. 54. S. Bd. 1, S. 828, 2.8 v. u.—S. 829, 2.8. 

S. 371, 2.2,1 v. u. Das Bogenelement wird: 


ABer@tV) (2 + y)dzdy. 
S. 372, Nr. 56. Gegen Bd. I, Abh. XXVI, S. 446, Nr. 9 etwas verändert. Vgl. 
Bd. 1, S. 829, 2. 9—12. 
S. 373, 2.1—11. Hier ist zwar (= 0 berücksichtigt, was in Bd.I, S. 448 
nicht geschieht, aber b, und a, werden auch hier ganz unnötigerweise mitgeschleppt. 


S. 373, Z2.14—12 v. u. Wir wollen die gefundenen Bogenelemente zusammen - 
stellen. Es sind die folgenden: 


(D CDetztw {1+ABeketwW)?dzdy (k=+0) Nr. 53. 
(ID) (CD: AB)e-k(etvW){1+ABek@tw)2dedy (k=#0) Nr. 54. 
(II) ABem@+v(z+ y%dxdy Nr. 55. 


(IV) JABEF-IE-N (1 1 Bien )2dady Nr. 56. 
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Dabei ist, wie am Schluß von Nr. 56 erwähnt wird, die Form (IV) mit der Form (I) 
gleichbedeutend. Außerdem ist noch zu bemerken, daß (II) nur ein Sonderfall 
von (I) ist, und daß (III) aus (I) durch Grenzübergang hervorgeht. Man braucht 
nur AB= —.1 zu wählen, dann durch k zu dividieren und k Null werden zu lassen. 

Im Grunde bleiben daher nur zwei Bogenelemente übrig, nämlich (I) und (III). 

S. 373, 4.11—2 v.u. Der auf Z.4—2 v. u. ausgesprochene Satz bringt zum 
Ausdrucke, was auf S. 270, Z. 18—20 als Inhalt der Note 5 angegeben wird. 

Sollen die geodätischen Linien einer Minimalfläche eine infinitesimale Trans- 
formation gestatten, so ist es denkbar, daß die Fläche der dritten der drei von Lie 
unterschiedenen Klassen angehört. Dann kann ihr Bogenelement die Liouvillesche 
Form erhalten (S. 290), und die vorangehenden Entwickelungen zeigen, daß die 
Fläche auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist, daß sie auch der ersten Klasse an- 
gehört. Ihre geodätischen Linien gestatten eine infinitesimale konforme Transforma- 
tion, bei der das Bogenelement invariant bleibt. 

Auf Z.11—9 v.u. wird angedeutet, wie man die auf Rotationsflächen ab- 
wickelbaren Minimalflächen bequemer findet, und auf Z.8—5 v.u. wird ein Weg 
angegeben zur Bestimmung aller Minimalflächen, deren geodätische Linien eine be- 
liebige konforme infinitesimale Transformation gestatten. Die Bogenelemente 
dieser Flächen findet man, indem man jedes der beiden in Note 5 gefundenen Bogen- 
elemente (I), (III) mit einem Faktor e@* multipliziert. Es sind das in der Tat die 
Minimalflächen, die unendlich oft mit sich ähnlich sind. Vgl. die Anm. zu $. 270, 
7.21—23, S. 922. 

Um den Lieschen Satz, 4. 4—2 v. u. mit voller Berechtigung aussprechen zu 
können, muß man eigentlich noch feststellen, ob eine Minimalfläche der zweiten 
Lieschen Klasse angehören kann. Dazu wäre nach S. 286f. und 366 erforderlich, 
daß sich die Funktionalgleichung: 


N ENA+XYIXY-y+F(e) 
befriedigen ließe. Aus dieser aber folgte: 
X, Yı + 2XX, (YYı)Y + XX,(Y:Yı)=1. 


Durch Differentiation nach Y ergäbe sich eine Gleichung, die sich in die drei folgen- 
den zerlegte: 
d d d ö 
N = d -(Y YıY =0d, FR ASt) =0; 
also käme: 
Y,=ay+a, YYıı=by+b, YPy=eyta 
und somit: 
(ay+ a)(ey+ a)= (by+ bi)’, “ 
das heißt: 
ac bi, 0,0 2bb,, eb 


Hieraus aber würde folgen: 
(ab, — bay)? — a?a1c, — aa, (acı + 0) + mac—0, 


sodaß Y konstant wäre, was ausgeschlossen ist. Demnach kann eine nicht abwickel- 
bare Minimalfläche niemals Lies zweiter Klasse angehören. 

Lie erwähnt die eben besprochene Möglichkeit mit keinem Worte. Man muß 
daher wohl annehmen, daß ihm ihre Unmöglichkeit auf Grund einer noch ein- 
facheren Überlegung als selbstverständlich erschien. 
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Zu Abhandlung V, $. 374—379. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—9 ist neu. 

Die Abhandlung ist von Engel ausgearbeitet, und Lie hat sie am 21. 9. 1886 
auf der Naturforscherversammlung in Berlin vorgetragen. Vgl. Tageblatt der 
59. Versammlung deutscher Naturforscher u. Ärzte, S. 187: „Herr $. Lie sprach 
über die Beziehungen seiner allgemeinen Untersuchungen über Gruppentheorie zu 
Helmholtz: ‚Tatsachen, welche der Geometrie zugrunde liegen‘.“ 

S, 379, Z. 3—18 ist wohl erst nachträglich von Lie hinzugefügt worden infolge 
der Diskussion, die sich auf der Berliner Versammlung an den Vortrag geknüpft 
hatte. 

$. 378, Z.1 und Anm. Es sind die beiden ersten Gruppen der Tabelle auf S. 466 
von Abh. VII. 

Über die Vorgeschichte von Lies Untersuchungen über die Grundlagen der 
Geometrie vgl. man die Anm. zu Abh. VI. 


Zu Abhandlung VI, S. 380—413. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—49 ist neu. 

F. Klein hatte Lie auf die Helmholtzsche Arbeit und auf deren Beziehung 
zur Gruppentheorie aufmerksam gemacht (Bd. VI d. Ausg., Abh. I (1880), S. 92). 
In einem Briefe vom 27.9.1883 fragte er ausdrücklich an, was Lie zu der von 
Helmholtz erwähnten Möglichkeit eines nicht monodromen Raumes zu sagen 
habe. 

In seiner Antwort, aus der schon Bd. VI, S. 787 einige Stücke abgedruckt sind, 
schreibt Lie: 

„Helmholtz’ Resultate sind richtig. Eine andere Sache ist, daß sie mich 
insofern nicht befriedigen, wie er einen Unterschied zwischen Reellem und Imagi- 
närem einführt, der kaum zweckmäßig ist. Er schließt nämlich p. 210, 2.5 v.u. 
nicht allein Umkehr, sondern auch Sprung aus. Ein Sprung kann indes, indem 
man durch das Imaginäre geht, vermieden werden. Daher würde ich sein Axiom IV 
(p. 201) anders formulieren. Der Begriff Umkehr ist auch an das Reelle geknüpft. 

„Laß mich zuerst Deine Zweifel entfernen. Betrachte alle ©0® Linienelemente 
einer Fläche 2. Grades und alle o0® linearen Trransformationen der Fläche in sich.t) 
Hier hat man eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit und eine sechsgliedrige 
Gruppe. Diese Mannigfaltigkeit und Gruppe erfüllen Helmholtz’ Axiom I, II, III. 
Dagegen wird Axiom IV nur dann erfüllt, wenn ein Sprung gestattet wird. 

„Dieses Beispiel befriedigt Dich vielleicht nicht, weil der Raum R, in diesem 
Falle monodrom bliebe, wenn man durch das Imaginäre ginge. Daher nehme ich 
ein zweites Beispiel, das ich indes analytisch formuliere. ... Ich betrachte die 
sechsgliedrige Gruppe mit den sechs inf. Trf. 

p,g,1r,29,&T, yq-+ +er, 

1) Sind 2 = const., y= const. die Erzeugenden der Fläche, so werden die 
Punkte der Fläche durch die sechsgliedrige Gruppe pP, 2P, 22p,q, yq, y?q trans- 
formiert und die Linienelemente z, y, y —dy: dx durch diese: 


p,ep—yg, ap—2eyd, 94,499+ ya, ya+2%yyd- 


Setzt man nun Ig y’—= — z, so erhält man die erste der Gruppen Abh. VII, S. 466 
und zwar für k— — 1. Anm. d. H. 
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wo die Konstante A von 0, 1 und — 1 verschieden sein soll. Dann ist der Raum wirk- 
lich nicht mehr monodrom. 

„Halte in der Tat Origo fest, dann bleiben alle Ebenen x — const. invariant. 
Die durch Origo gehenden Richtungen werden transformiert durch die Gruppe 


2q,2r,yq-+-Aazr. 


Halte noch die x-Achse fest, so werden unsere Richtungen transformiert allein 
durch: 


yq-+ der. 


In einer beliebigen (festliegenden) Ebene x = const. zeichnen dann unsere beweg- 
lichen Richtungen gewisse Kurven, deren Gleichungen (als Integral von dy:y = 
— dz: }z die Form haben: 

2 —= Const.. yA. 


Und diese Kurven sind logarithmische Spiralen. 

„Dies Beispiel scheint mir definitiv. Ich habe längst alle Gruppen von Punkt- 
transformationen eines R, bestimmt. Es wäre mir daher möglich (wenn auch ein 
bißchen Rechnung erforderlich wäre), alle Gruppen hinzuschreiben, welche nicht 
allein Axiom I, II, sondern auch III erfüllen. Betrachte ich dann einen Raum mit 
mehr als zwei Dimensionen, so ist es wahrscheinlich gestattet, das Axiom IV durch 
das folgende zu ersetzen: 


(IV) Der Raum R, hat oo"t! Kugeln. 


„Wie gesagt, ich habe nicht definitiv verifiziert, daß dies Axiom genügt. Ich 
bemerke nur, daß der R, in den beiden vorausgehenden Beispielen weniger als oo#, 
und zwar 00° und oo! Kugeln besitzt. 

„Wenn mein Axiom (IV’) hinreichend ist, so würde es mir viel besser als das 
von Helmholtz gewählte gefallen. Allerdings paßt mein Axiom nicht für die Ebene.‘ 

Hieran schließt sich gut eine Stelle aus einem Briefe von 1884. 

„Wenn ich [einmal] dazu komme, meine alte Bestimmung von allen Gruppen 
von Punkttransformationen eines dreifach ausgedehnten Raumes definitiv fertigzu- 
stellen, so werde ich Helmholtz’ Spekulationen über die metrische Geometrie rein 
analytisch präzisieren. Es ist wenig befriedigend (für mich), wenn er zwischen 
teellem und Imaginärem wesentlichen Unterschied macht.“ 

Es folgen dann einige Bemerkungen, in denen Lie im wesentlichen die Axiome 
auseinandersetzt, die er 1886 in Abhandlung V, S. 378, Nr. 8 aufgestellt hat. 

Im Winter 1889—90 verweilte Lie mehrere Monate in der Nervenheilanstalt 
zu Ilten bei Hannover. Als er im Frühjahre 1890 wieder Arbeitslust und Arbeits- 
kraft fühlte, schrieb er die beiden hier abgedruckten Abhandlungen VI und VII, 
sowie einen Entwurf seiner Theorie der unendlichen kontinuierlichen Transforma- 
tionsgruppen, aus dem später, von Engel ausgearbeitet, die beiden Abhandlungen 
XI und XII von Bd. VId. Ausg. hervorgegangen sind. 

In Abh. VI begründet er ausführlich seine in Abh. V auf S. 378 angegebenen 
Axiome, die zur Kennzeichnung der Gruppe der euklidischen und der Gruppe der 
nichteuklidischen Bewegungen dienen. In Abh. VII führt er dann aus, was er in den 
beiden Briefen an Klein angekündigt hatte. Er bestimmt nämlich unter den end- 
lichen kontinuierlichen Gruppen von Punkttransformationen des R, diejenigen, die 
den von Helmholtz aufgestellten Axiomen genügen. Dabei berücksichtigt er, daß 
diese Axiome verschiedene Deutungen zulassen, und daß je nach dem Sinne, den 
man ihnen unterlegt, die beiden vorhin erwähnten Gruppen nicht die einzigen sind, 
die den Axiomen genügen, daß vielmehr noch andere Gruppen hinzukommen. Auf 
diese Weise wird die Tragweite der Helmholtzschen Axiome von möglichst vielen 
Seiten aus beleuchtet. 
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Die Gesamtheit dieser Untersuchungen ist später in vollständig umgearbei- 
teter Fassung und noch sehr erweitert in den III. Bd. der Th. d. Trfsgr. aufgenommen 
worden und bildet da die Abteilung V: ‚‚Untersuchungen über die Grundlagen der 
Geometrie‘, 8. 3933—543. 

S. 380, Z.2,1 v. u. Hier Abh. V (1886). - 

S,382, 2.3 v.u. An Stelle von ‚so müssen‘ sollte stehen ‚‚so dürfen“. 

S. 383, Z. 1. Bei „liefern“ ist zu ergänzen: „und zwar ein solches, dessen y ver- 
schwindet“. 

S. 384, Z. 8, 10. Die Gruppe muß im Reellen transitiv sein, und die invarliante 
Richtung wäre reell. 

S. 388, Z.15—10 v. u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 496. 

S. 389, Z.4,5 v. o., 10 v.u. Die reelle Fläche darf keine reellen Geraden ent- 
halten. 

S. 390, 2.15, 14 v. u. Nämlich in $ 4. 

S. 390—397, $ 3. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 289— 232. 

S. 397, 2. 4—8. Bd. V, Abh. XIX (1884), S. 466ff., (1885), 484ff. 

S. 397, 2.8 v.u. Lie vergißt, zu erwähnen, daß auch die projektive Gruppe 
einer reellen nicht geradlinigen Fläche zweiten Grades auszuschließen ist. 

S. 402, 2.10, 9 v. u. Dabei wird n > 2 vorausgesetzt. 

S. 404, 2.1—3. Bd. V, Abh. XXII (1886), S. 541ff. 

S.406, Nr.39. Vgl. Bd. VI, Abh. V (1888), S.233, Nr. 7. Th.d. Trfsgr. 
Ba. III, S. 366. 

S, 406f., Nr. 40. Einen einfacheren Beweis findet man in Th. d. Trfsgr. Bd. III, 
5352. 

S. 412, 2.13, 12 v. u. Hier ist wieder n > 2. 

S.413, 2.3—7. Bd. V, Abh. IV (1878), S. 139—156. Das auf 2.7 Gesagte 
ergibt sich aus Satz 13 und 14 in $ 8, hier S. 407, 410. 


Zu Abhandlung VII, S. 414—468. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—59 ist neu. 

S.415, 2.3—7. H. Poincar6, C.R. Bd. 99, vom 3.11. 1884. — F. Schur, 
Math. Ann. 33 (1888). — E. Study, Gött. Nachr. 1889, Leipz. Ber. 1889. — 
G. Scheffers, Leipz. Ber. 1889. 

S. 415, 2. 9—12. E. Picard, C.R. 96 (1883), S. 1131. Annales de Toulouse 
Bd. I (1887). Die These von Vessiot war damals noch nicht erschienen. Bei 
Study denkt Lie wohl an die Differentialgleichungen für die Invarianten, 
die in dessen Arbeiten eine Rolle spielen; bei Engel an dessen erste Abhand- 
lung „Zur Invariantentheorie der Systeme von Pf affschen Gleichungen“, Leipz. 
Ber. 1889. 

S. 415, 7. 16—14 v. u. Es ist schwer festzustellen, an wen Lie denkt. 

S. 416, Z.7,6 v.u. Die Gruppe ist also transitiv, S. 423, 2.1. 

S. 417, 2.12—9 v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I (1888), S. 218—222; Bd. III 
(1893), S.296f. Bd. VI d. Ausg. Abh. VII (1889), S. 258. 

S. 418, 2.18f. Siehe S. 420. 

9.418, 2.7,6 v.u. Th.d. Trfsgr. Bd. 1, S. 160—165. 

S. 419, 2.5: „bestehen“, nämlich für alle Werte von z, y, 2. 

S.420, Z.11—9 v.u. Diese Gruppe erfüllt von selber die Forderungen B 
und €, selbstverständlich nur, wenn die freie Beweglichkeit im weiteren Sinne ver- 
standen wird. 

S. 422f., Nr. 12. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 405 —407. 

S. 423, 2.1. Siehe S. 416f., Nr. 4. 
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S. 424, Z. 11f. richtiger: ‚‚und aus ihnen lassen sich alle infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe Xyf linear ableiten, welche diesen Punkt invariant lassen.“ 
. 428, Z. 13—10 v. u. Bd. VI, Abh. I, S. 1—16. 

. 430, Z. 13—17. Hier Abh. VI, S. 383. 

.431, 2.12,11 v. u. Abh. VI, S. 388. 

. 434ff., Nr. 30. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 414. 

. 437, 2.5—1 v.u. Vgl. S. 468. 

438ff., Nr. 32. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 420. 

439, Z.1 v. u. Hier müßte bemerkt werden, daß k =F 0 ist (2. 8). 
. 440, 2. 19f. Bd. V d. Ausg., Abh. XXII (1886), S. 521ff. 

441f., Nr. 34. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 416. 

.443, 2.5—1 v.u. Vgl. S. 468. 

443f., Nr. 36. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 417. 

. 447f., Nr. 39. Vgl. a. a. O. S. 422. 

.450, 7. 6f. Bd. V d. Ausg. Abh. VI (1879), S. 206, nur sind jetzt x und y 
vertauscht. 

S. 451f., Nr. 42. Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 423. 

S. 452, Z.2,1 v.u. Man darf hier C = 0 setzen, denn man kann 2— C x als 
neues z einführen, wie es in der Th. d. Trfsgr. a. a. O. geschieht. Das gilt auch für 
S. 453 und für die vierte Gruppe auf S. 455. 

8.455, 2.8. Hier ist k #0 (8. 439, 2. 8). 

S. 455465, Nr. 47—54. Diese Untersuchung wird in Bd. III der Th. d. 
Trfsgr. S. 427—433 anders durchgeführt. 

S. 464, 2. 6—9. Bd. V, Abh. XIX (1884), S. 453—457. 

S. 465, Z.14f. Bd. VI, Abh. VI (1889), S. 246f., $4. 

S. 465, Z.15—18. „‚Die reellen Transformationsgruppen der Geraden und der 
Ebene“. Leipziger Dissertation, 1889. 

S. 465, 2.6,5 v.u. Nach 2.18 hier kann man © = 0 setzen. 

S. 466. Bei der ersten Gruppe ist k-+0 (8.439, Z. 8), bei der letzten ist wieder 
C=0 zu setzen. 

S. 466, 7.16, 15 v. u. Für den R, hat G. Kowalewski diese Übertragung voll- 
ständig durchgeführt in seiner Leipziger Dissertation: „Über eine Kategorie von 

Transformationsgruppen einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit“, Leipz. Ber. 
1898, S. 60—111. Er erledigt darin die Aufgabe auch für den R,, allerdings ohne auf 
Realitätsfragen einzugehen und mit Beschränkung auf imprimitive Gruppen. Daß 
unter den primitiven Gruppen des R, keine andern in Betracht kommen als die 
Gruppe der euklidischen und die der nichteuklidischen Bewegungen, zeigt er in 
seiner Leipziger Habilitationsschrift: „Die primitiven Transformationsgruppen in 
fünf Veränderlichen‘‘, Leipz. Ber. 1899, S. 69—144. Man sehe dort die Bemerkung 
am Schlusse, S. 144. 

S. 467, 7. 17—19. Siehe S. 431f. i 

S. 467, 2.2 v. u., nämlich zwei konjugiert imaginäre. 

S. 468, 2.49. Bd. V, Abh. X (1883), S. 248—273. 

S. 468, 7.1416. Die dualistische Gruppe der Gruppe auf 2.7 führt Lie hier 
nicht ausdrücklich an; sie ist schon auf $. 443 in der Anm. erwähnt. 


Zu Abhandlung VIII, S. 469—476. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—11 ist neu. Die Abhandlung ist bis zu 8. 475, 
7.8 von Engel ausgearbeitet. Das Übrige hat Lie vor dem Drucke hinzugefügt. Der 
Inhalt der Abhandlung ist in umgearbeiteter Fassung in die Th. d. Trfsgr. Bd. III, 
S.524—530 aufgenommen. 
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S. 469, Z. 14—6 v. u. Eigentlich ist es nicht nötig, sich den Kopf darüber zu 
zerbrechen, wie Helmholtz seine Axiome gemeint hat. Er wollte die Erscheinungen, 
die sich bei den euklidischen Bewegungen darbieten, beschreiben. Es ist daher ganz 
klar, daß bei Festhaltung eines reellen Punktes jeder davon verschiedene reelle Punkt 
noch eine Fläche beschreiben kann, die nicht durch den festgehaltenen Punkt geht, 
und daß bei Festhaltung zweier reeller Punkte jeder andere reelle Punkt von all- 
gemeiner Lage noch eine Kurve beschreiben kann, die keinen in Ruhe bleibenden 
Punkt enthält. Dadurch sind, wie Lie bewiesen hat, die euklidischen und die beiden 
Arten von nichteuklidischen Bewegungen gekennzeichnet. Es ist nicht nötig, zu 
verlangen, daß die betreffende Kurve geschlossen ist, und das Monodromieaxiom ist 
überflüssig. Es ist freilich Helmholtz nicht gelungen, seine Forderungen wirklich 
scharf auszusprechen. Lies Verdienst ist es, daß er alle die Möglichkeiten untersucht 
hat, die bei der nicht genügend scharfen Fassung der Helmholtzschen Forderungen 
denkbar sind. Er hat damit die erste und bis jetzt einzige Untersuchung über den 
Entfernungsbegriff der Geometrie geliefert. Die zahlreichen und umfangreichen Ar- 
beiten derspäteren Axiomatiker haben zur Klärung dieses Begriffes nichts beigetragen. 

S. 469, 2. 4—1 v. u. Siehe Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 506ff. 

S. 469, Z2.12f. Das Werk ist 1891 in Padua erschienen und von A. Schepp 
ins Deutsche übersetzt (Leipzig 1894). 

S. 472, 2.7,6v.u.F. Klein, Ges. Abh. Bd. I, S. 373f. 

S. 473, Z. 18—20. Hier Abh. VII, S. 453£. 

S.475, 2.2 v.u. Siehe Bd. VI, Abh. IX (1890), S. 287, Abh. X (1890), S. 299. 

S. 475, 2.1 v.u.—S. 476, 2.12. Da diese Äußerungen zu Mißverständnissen 
Anlaß gaben, hat Lie in einer eigenen Abhandlung zu den Schurschen Arbeiten 
Stellung genommen. Siehe Bd. VI, Abh. XIV (1892), S. 368—375 und S. 876f. 


Zu Abhandlung IX, 8. 477 —479. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—5 ist neu. 

S. 477, 7.16. „Über die Grundlagen der Geometrie.“ Crelle Bd. 109 (1892), 
S. 121—186. 

S. 479, Z.2—5. Unverständlich, denn die zugehörige lineare Gruppe ist sechs- 
gliedrig. Dagegen gilt die Behauptung für die Gruppe S.453, 2.2,1 v.u., wo 
C = 0 gesetzt werden kann. 

S. 479, 2. 8—17. Näheres Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 457—460, wo in Gl. (27) 
vor die Klammer im Nenner ein Minuszeichen gesetzt werden muß, ein von Killing 
bemerkter Druckfehler. 


Zu Abhandlung X, S. 481—483, 


Die Einteilung in die Nrn. 1—8 ist neu. 

Man vgl. die acht Tage später vorgelegte Abh. XIII in Bd. VI d. Ausg., 
S. 365—867 und die Anmerkungen dazu, ebd. $. 872. Auf 8.367, 2.4—1 v.u. 
findet man da eine Verallgemeinerung des Begriffes Translationsfläche. 

S. 481f., Nr. 1—4. Das in Nr. 1—3 besprochene Problem hat Lie 1882 in 
Abh. XXVII von Bd.Id. Ausg. vollständig gelöst. Es entging ihm aber damals, 
daß gerade das Abelsche Theorem unmittelbar zu gewissen Lösungen des Pro- 
blems führt. Das bemerkte er erst im Winter 1891—92, und nunmehr erkannte er auch 
sofort, daß es alle Lösungen liefert. Vgl. hier Abh. XIII, S. 538—545, 566—578. 

S.482, 2.5—1 v.u. Koenigsberger, „Beweis von der Unmöglichkeit der 
Existenz eines anderen Funktionaltheorems als des Abelschen‘, Crelle Bd. 100, 
S. 121—136, Bd. 101, S. 1—72 (1887). 
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Zu Abhandlung XI, S. 484—506. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—37 ist neu. 

S. 484, 2. 6—15. Bd. III, Abh. I (1872) S. 3. Bd. I, Abh. VII (1870), S. 86f., 
Abh. XVII (1877). Bd. II, Abh. II (1879). 

S. 484, 2.5,4 v.u. Bd. II, Abh. II, S. 197, Satz 60. 

S. 484, 2.4—2 v.u. Siehe Bd. II, S. 181, 195. Leider kann ich nicht finden, 
daß Rohn seinen Beweis irgendwo veröffentlicht hat. 

S. 484, 2.16—18. Siehe Abh. XIII, S. 529—534. 

S. 484, 24. 19—26. Bd. III, Abh. I (1872), S.2f., Abh. XIX (1877), Abh. XXIII 
(1879). 

S. 485, 2. 6—8. Daß die im ersten Drucke stehende Jahreszahl 1879 unrichtig 
ist, geht aus einem Briefe an Klein hervor, siehe Bd. I, S. 807, Z. 10—16. Die Theorie 
der Minimalflächen, an die Lie hier denkt, findet man in Bd. I, Abh. XXI— XXIII 
und in Bd. II, Abh. III. Die Ausdehnung auf beliebige Translationsflächen schon 
Bd. III, Abh. XXXIIla, S. 365 u. 366 (1881). 

S. 487, 2.19—21. Kennt man also die beiden unendlich fernen Kurven, so 
kann man die Kurven k und c ohne weiteres angeben. Die Bestimmung der auf der 
Fläche liegenden Integralkurven von f{—=0 und von g—=0 kann demnach ohne 
Integration geleistet werden. 

S. 487, 2.11 v. u. Sie ist daher sicher nicht linear. 

S. 488, Satz 6. Vgl. Abh. II, S. 128. 

S. 488, 2. 17—19. Bilden die Kurven eine irreduzible Schar, so bestehen drei 
Identitäten von der Form: 


AW=AM+ua Bi)=Bl)+b Gl)=GAl+ e, 


wo a,b,c bestimmte Konstanten sind. Nun wird die Kurve X durch die Gleichung 
t— t bestimmt, die parallele Tangenten liefert, ihre Gleichungen im Raume sind 
daher: = 2A,(t)+a,.... 

S.489, 2.9,8 v.u. Sind die Tangenten der Kurven (1) und (2) für =1t 
immer parallel, so gilt das auch von den Schmiegungsebenen. Für 7 = 1t ist auf 
jeder der beiden Flächen (I), (II) die Tangentialebene parallel den Schmiegungs- 
ebenen der beiden Kurven (1) und (2). Die Kurve r = t ist auf jeder der beiden 
Flächen (I), (II) Haupttangentenkurve, auch auf der Fläche (II), wo sie zu einem 
Punkte zusammenschrumpft (vel. Bd. I, S. 691f.). 

S. 491, 2.11, 10 v.u. Im ersten Drucke steht: ‚wie wir schon erkannt haben‘, 
was nur auf die vorliegende Abhandlung bezogen werden kann. Da in dieser noch 
nichts Derartiges gesagt ist, muß Lie eine frühere Abhandlung meinen, nämlich 
z.B. Bd. I, Abh. XVII (1877), S. 289f. 

S. 492, 2. 11—21. Wir setzen dy:de= y', dze:da=z’ und verstehen unter 


! = o(y) und 2’ =o, (y) zwei verschiedene Auflösungen der Gleichung: 
fa,y,z2')=0. Ist dann dy:dhe=u, dy:d,e=v, so erhalten wir: 

(5’) r+ (u+v)s+ uvt=0, 

wo u und v aus den beiden Gleichungen: 

(A) p+ u=oa,(), pt w=o,(v) 


zu bestimmen sind. Ist {= 0 vom n-ten Grade, so werden u + v und uv im allge- 
meinen durch eine Gleichung vom Grade 4n(n — 1) bestimmt. 

Aus der Darstellung (5’) der Gleichung (5) geht hervor, daß RT — S? =£0. 
Aus (A) ergibt sich überdies, daß u und v als Funktionen von p und q die beiden 
Gleichungen: 
(B) u 
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befriedigen. Das Bestehen dieser Gleichungen (B) ist für die hier auftretenden Glei- 
chungen (5) oder (5’) charakteristisch, denn aus (B) folgen umgekehrt zwei Be- 
ziehungen von der Form (A). 

Wir haben damit das vorausgenommen, was Lie nachher, in Nr. 17, 18, auf 
anderem Wege zeigt, nur daß er es merkwürdigerweise unterläßt, die Gleichungen (B) 
ausdrücklich aufzustellen. Das hat erst Scheffers getan (vgl. Bd. I, S. 832). 

S. 492f., Nr. 16. Daß wirklich, wenn (B) erfüllt ist, die Differentialgleichung (5°) 
Translationsflächen definiert, ergibt sich so: 

Durch die Gleichung (6), die jetzt die Form: (dy— udz)(dy—vdz)—=0 
annimmt, sind. auf jeder Integralfläche von (5’) zwei konjugierte Kurvenscharen 
definiert, etwa die-eine durch ,y— ud,2 = 0, die andre durch d,y—vd,2—0. 
Infolgedessen wird zum Beispiel: 


d,pdhz + dagdy=0, 
und die erste der Gleichungen (A) liefert: 
—- 0 (w)d,ud,z=0. 


Ist daher für die Integralfläche qg-+ o,' (u), so folgt d,(d,y:d,z) = 0 und wegen: 
d‚z=pd,2z-+ qdıy zugleich d,(d,2:d,x2)= 0. Legt man also durch jeden Punkt 
einer Kurve der zweiten Schar die Tangente an die hindurchgehende Kurve der ersten 
Schar, so sind diese Tangenten alle parallel, das heißt, die Fläche wird beschrieben, 
wenn man eine Kurve der ersten Schar längs einer Kurve der zweiten Schar in 
Translationsbewegung hinführt. 

Ist andrerseits qg — @,’ (u), so befriedigt die betrachtete Integralfläche von (5’) 
die partielle Differentialgleichung 1. O., die aus: 


(©) 9= 0, (u), P= (u) — uw, (u) 


durch Elimination von u hervorgeht, die also zu der Mongeschen Gleichung 
dz:dz = w,(dy:d:x) gehört. Da aber aus (C) folgt: dp + udq= 0, was sich in die 
beiden Gleichungen: r+us=0, s+ ut=0 zerlegt, so leuchtet ein, daß jede 
Integralfläche dieser partiellen Differentialgleichung 1. O. die Gleichung 2.0. (5’) 
befriedigt. Wir haben hiermit das von Lie erwähnte singuläre Integral 1. O. von 
(5°). Einen andern Beweis dafür, daß die Integralflächen von (5) im allgemeinen 
Translationsflächen sind, gibt Lie in Abh. XIII, S. 549f. 

S. 495f., Nr. 20, 21. Lie verallgemeinert hier das Verfahren, das er in Abh. III, 
S. 222f. in dem besonderen Falle der Minimalflächen benutzt hat. Wir haben auf 
S. 912f. seine damaligen Entwickelungen eleganter und symmetrischer gestaltet und 
können dasselbe auch für den allgemeinen Fall leisten. 

Wir bilden die Gleichung: 


fe +iZy —Yy), Y+tıXy —Zr), Z-+IXYr —-Xy))=0 
und denken uns zwei verschiedene Funktionen #,, , von o bestimmt, die diese be- 
friedigen. Sind dann o,, 0, zwei willkürliche Funktionen, so ist: 
ge 
&=r(0) +3 / (0) (dx(o) +A(o) (Zdy— Yap)) + 
0, 
+3,[ 8x0.) (dr (0) + r(0)(24y— Yas)) 


0° 


eine Translationsfläche, deren erzeugende Kurven die Gleichung (1) erfüllen. Wir 
müssen 0, und o, so wählen, daß die Kurve o, = 0, = o auf dieser Fläche mit der 
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Kurve: = r(o),... zusammenfällt. Die Bedingungen, die sich aus dieser Forde- 
rung ergeben: 


27 (0) = (1 (+ 08(0)) !(e)+ (Alt @A)Zy — Yy), .-- 


ziehen die beiden Gleichungen: 


A(0)-+ 02(0) = 2, il) Aılo) + Q2(0) As(o) = 0 


nach sich, durch welche o, und o, vollständig bestimmt sind. 

S. 497, 2. 12f. In Satz 4 liegt das eigentlich nicht, man muß sich vielmehr auf 
den Schluß von Nr. 6 berufen. 

S. 497, 2.10—8 v. u. Vgl. S. 499, Satz 13. 

S. 498, 2.6 v. u.—499, 2.5. Lie hätte $. 498, 2.4 v. u. schreiben sollen: ‚Ist 
nämlich p’“. Die Ebene pP% berührt die Raumkurve in p und k„ in 2, sie enthält 
daher auch die Gerade p’A’, und ebenso enthält p Pu die Gerade p’w’, während die 
Ebenen pAu und p’}’w einander in LM schneiden. 

S.499, 2.3,2 v.u. Da LM eine Erzeugende der Pseudoevolute ist, hat diese 
in jedem Punkte von LM die Ebene pLM zur Tangentialebene. 

S. 500, Satz 14. Die Verallgemeinerung von Bd.]I, S.334f., 796f., Bd. II, 
S. 233f., 240. 

S. 500, Z. 8—12. Richtiger wäre es, zuerst die Pseudokrümmungsachse zu defi- 
nieren und nachher erst den Pseudokrümmungsmittelpunkt. 

S. 500, Nr. 29. Der Faktor 4, der in $2, $S. 488 eingeführt war, ist hier weg- 
gelassen. 

S. 500, 2.9,8 v.u. Vgl. Bd. I, S. 341f., Bd. II, S. 243. 

S. 503—506, $ 6. Verallgemeinerung von Bd. I, Abh. XXII und Abh. XXIII, 
$ I, II, sowie von Bd. II, Abh. III, S. 243—250. 

S. 504, Z.3—1 v. u. Es ist nicht ersichtlich, warum hier überall d3 mitgenom- 
men wird. Wegen I) & dr = 0 sind ja die Koeffizienten nicht vollständig bestimmt. 

S. 506, 2.10—8 v.u. Die Frage, in welche algebraische Developpable alge- 
braische Integralflächen einbeschrieben werden können, behandelt Lie ebenso- 
wenig, wie die nach den algebraischen Zylindern dieser Art (S. 503, 2. 18—16 v. u.). 
Für die Minimalflächen war diese Frage im Falle eines algebraischen Zylinders durch 
den Hennebergschen Satz erledigt (Bd. I, S. 348; Bd. II, S. 220). Dagegen war es 
Lie nicht gelungen, festzustellen, in welche nichtzylindrische algebraische Develop- 
pable algebraische Minimalflächen einbeschrieben werden können (Bd. I, Abh. XXIII, 
S. 356; Bd. II, Abh. III, S. 259). Erst Darboux hat gezeigt, daß sich in jede nicht- 
zylindrische algebraische Developpable algebraische Minimalflächen einschreiben 
lassen (vgl. S. 920). 

In einem an Darboux gerichteten Briefe vom April 1887 erwähnt Lie diese 
Untersuchungen mit den folgenden Worten: 

„Ihre neuen Untersuchungen über Minimalflächen haben mich natürlich ganz 
besonders interessiert. Die Minimalflächen bleiben doch immer eine reiche Quelle 
schöner mathematischer Wahrheiten. 

„Diejenigen Theorien, die ich in meinen zweiten „Beiträge zur Th. d. Mfl.“, 
Math. Ann. entwickelte, dehnen sich auf eine große Kategorie partieller Differential- 
gleichungen:: 

RQ,gr+SP,0s+ To,dt=0 


aus. R,S, T sind durch eine Relation gebunden. Man erhält die Definition dieser 
Flächen, indem man in der unendlich fernen Ebene eine beliebige Kurve (© statt des 
Kugelkreises zugrunde legt. Schneiden die Haupttangenten in einem Punkte einer 
Fläche die unendlich ferne Ebene in p,, Pa, so verlangt man nur, daß p,p, harmo- 
nische Lage haben sollen zu zwei Schnittpunkten der Geraden p, ps mit der Kurve ©. 


Algebraische Translationsflächen eingeschr. in algebraische Developpable 939 


„Diese Ausdehnung, die ich längst besitze, ist recht interessant. Ich habe nun 
versucht, Ihre definitive Theorie der Minimalflächen, die in eine algebraische Deve- 
loppable eingeschrieben sind, auf das allgemeine Problem auszudehnen. Leider bin 
ich, jedenfalls vorläufig, zu dem Resultate gekommen, daß eine direkte Ausdehnung 
nicht allgemein möglich ist.“ 

$.506, 2.74 v.u. Siehe Bd. III, Abh. XXIII und hier Abh. XII, S. 507 
bis 515. 


Zu Abhandlung XI, S. 507’—525. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—27 ist neu. 

Der erste Teil, $. 507—515 ist eine, an einzelnen Stellen erweiterte Bearbeitung 
von Bd. III, Abh. XXIII (1879). 

S. 508, Z. Tf. Siehe Bd. III, S. 720, 2.151. 

S.508, Z.17—20. Die Quadraturen liefern F(g(t)) und By). Da die 


Gleichung: 
3 )=Flr®@)+ PHW) 


identisch erfüllt sein muß, braucht man in Wahrheit nur eine Quadratur auszu- 
führen, deren Integrationskonstante aus der Gleichung der Fläche herausfällt. 
S. 510, Z. 4-17 sind neu. Die Gleichungen: 


(D P=p, d=q "pP +yd—z=F(,g,2p+ yg—2) 


bestimmen eine Berührungstransformation, deren zwei noch fehlende Gleichungen, 
wenn man £p-+ yq— 2 = u setzt, aus der Beziehung: 


— (de pda — !dy)=—w"dp— ydq+F,dp+F,dg+ 
+ F,(@dp+ ydg)— F,(de— pdxz— qdy) 


abgelesen werden können. Durch Nullsetzen der Faktoren von dp, dq erhält man 
nämlich: 
X —=F,taP, Y=F, tu 


z=pP,tgPf, Fr(ert yDH, 


Die dualistische Transformation: 


und somit: 


r=Pp, y=qg ;3=ep+t yg—2, Per, 9=Yy 


läßt die Gleichung s — 0 invariant; soll also (I) das auch tun, so muß die Punkt- 


transformation: 
’ 


re y-=h, ; =F(t,9, 3) 
dieselbe Eigenschaft haben, das heißt, F(r, 9, 3) muß die Form p(r)+xW)+ a3 
besitzen. Die Berührungstransformation (I) sieht daher so aus: 
(m) 1=4, Z=rlptas, y=rW+ay, 
= pe -PPÄ + d—xVraz. 


Führt man die Transformation (I’) auf die Fläche z= X + Y aus, so erhält 
man: 


= g(X)+asx, Yexy(Y)+tay, 
/=X PAR) PK) + Ya H+ NY). 


940 Anmerkungen zu Abhandlung XII, S. 510—521 
Soll nun die Fläche in einen Punkt übergehen, so muß werden: 


XXX) +a=0, Y’’(Y)rta=0, 
oder: 
o(K)=m1—as, X(Y)=b—ay. 


Um diese Gleichungen zu befriedigen, setzt man zum Beispiel X’—= p, dann wird: 


p (p) dp = (m —ar)X”dr 
und somit: 
o(p) = 1X’ — a(eX’— X)-+ const. 


Sind X und Y algebraische Funktionen, so werden auch p(p), x(q) Funktionen dieser 
Art, und die Berührungstransformation (I’) wird daher algebraisch. . 

Übrigens macht Lie schon in Bd. III, S. 364, 7.5—3 v. u. auf die algebraischen 
Berührungstransformationen aufmerksam, die s— 0 invariant lassen. Vgl. ebd. 
S2721,27. IV. u 0722, 24. 

. 510f., Nr. 6. Vgl. Bd. III, S. 358—360 und S. 720. 

. 512f., Nr. 7, 8. Vgl. Bd. III, S. 360f., S. 720£. 

. 514f., Nr. 9. Bd. III, S. 362. 

.515, Nr. 10. Wesentlich kürzer als Bd. III, S. 363, vgl. auch ebd. 8. 721. 
.516, Nr. 12. Bd. III, Abh. I, S.2, Z. 12—10 v.u., Abh. XIX, S. 287. 
.516, Z.10—5 v.u. Die Gleichung: I) Pk 4X, = pr dry bestimmt die 
noch fehlende Funktion P3. 

S.516f., Nr. 14. Bd. III, Abh. XIX, S. 292f., Nr. 8. 

S. 517, 2. 6—8. G. Vivanti, Palermo Rendiconti Bd. V (1891), S. 205—220, 
269— 278. Schlömilchs Ztschr. Bd. 37 (1892), S. 1—7. 

S. 518, Z2.11,10 v.u. Pfannenstiel, E., Zur Theorie der lin. part. Diffgl. 
2.0. mit zwei unabh. Ver. Upsala, Nova Acta, 3. Serie, Bd. XI, 1883. 

S. 518, 2. 7f. Darboux, C. R. Bd. 95 (1882), S. 69—72. Bd. 96 (1883), 
S. 766— 769. Appell, Liouvilles Journal IV. Serie, Bd. 8 (1892), 5. 187— 216. 

S.518, 2.9-—2 v.u. Appell, P., Sur des &quations differentielles linsaires 
transformables en elles-m&mes par un changement de fonction et de variable. C. R. 
Bd. 112 (1891) S. 34—37. Acta Math. Bd. 15 (1891), S. 281—315.. 

Ausdrücklich ausgesprochen hat Lie diesen Satz 1884, s. Bd. V, Abh. XIX, 
S. 455. Angedeutet hat er ihn schon 1881, Bd. III, Abh. XXXVL, S. 529, 2. 3—6. 

S. 518f., Nr. 17. Bd. III, Abh. XIX (1877). 

S. 519, 7. 3—7. Es ist mir leider nieht gelungen, zu ermitteln, wer dieser „sehr 
hervorragende‘ Mathematiker gewesen ist. 

S. 519, Z. 13f. Diese Absicht ist leider nicht ausgeführt worden. 

S. 519, 2. 8-6 v. u. Über Ribaucours. Bd. III, S. 733, 2. 236—18, 8—1lv.u., 
über Bianchi ebd. Abh. XXVI, S. 388f. und S. 726. RL 

S.519, Z.3—1v. u. Da Amaldi alle unendlichen Gruppen von Berührungs- 
transformationen des Raumes bestimmt hat (s. Bd. VI, S. 885, 7. 18— 22), müßte 
diese Frage jetzt beantwortet werden können. 

S. 519, 2.6—4 v. u. Bd. III, Abh. XXVIIL, XXX (1880). 

S.520, 2.36. Bd. III, Abh. XXVIIla, $.418. Abh. XXXIIL 8.478. 
Abh, X&RXMVT, 52.529727. 2, 1 v.m. 

S. 520, 2.710. Aus Bd. III, Abh. XXVIII, S.399f. und S. 415, geht un- 
mittelbar hervor, daß die oo! Flächen konstanter Krümmung, die aus einer gegebenen 
durch die Bianchische Operation abgeleitet werden können, einem Orthogonal- 
systeme angehören. Indem man dann die Bianchische Operation wiederholt an- 
wendet, erhält man nach Abh. XXX beliebig viele derartige Orthogonalsysteme, 
deren Inbegriff von einer willkürlichen Funktion abhängt. 
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S. 520, Z. 16—22. Die erste Stelle, wo Lie das allgemeine Problem formuliert, 
ist Bd. I, Abh. XVII (1877), S. 287f. In Bd. III, Abh. I (1872), S. 3, Nr. 6 wird der 
besondere Fall erwähnt, wo der Komplex aus den Treffgeraden einer ebenen Kurve 
besteht. Die Ausdrucksweise, daß eine Fläche zu einem Linienkomplexe konju- 
giert ist, wendet Lie hier zum ersten Male an. 

S. 520, Z.8 v. u. Leider ist hier „bemerke‘“ stehen geblieben, während es im 
ersten Drucke heißt: „‚bemerkte“. 

S. 520, Z2.8—5 v. u. Vgl. Bd. I, Abh. XVII, S. 288—290. 

S. 521, Z.1—20. Vgl. Bd. I, Abh. VII, S. 86f., 662. Abh. XVII, S. 288. Lie- 
Scheffers, Geom.d.B.T., S. 335—396. 

S. 521, 2.53 v. u. Vgl. Bd. I, Abh. XXV (1880), S. 425—427, 823f. 

S. 521, 2.1 v. u.—522, 2.8. Siehe Bd. I, Abh. XVII, S. 288, 2.2,1 v.u. Da 
die betrachteten Flächen durch die logarithmische Transformation in Flächen über- 
gehen, die zu den Minimalflächen affin sind (Bd. I, S. 662), können wir statt ihrer 
die Minimalflächen betrachten. Diese aber sind nach Lie (Bd. III, S. 772, 2. 13—10 
v. u.) dadurch charakterisiert, daß ihre Krümmungslinien, Haupttgk. und Minimal- 
kurven drei gemeinsame inf. Trf. gestatten. Es erscheint angebracht, hier den Be- 
weis für diese Behauptung Lies zu erbringen. 

Auf einer jeden Translationsfläche: 


2 AD A 
können wir t und rals Gaußische Koordinaten benutzen. Die erzeugenden Kurven 
t — const. und r —= const. bilden zwei Scharen, die bei allen inf. Trf. von der Form: 


pt) ı ® _ 


invariant bleiben, unter p,% willkürliche Funktionen verstanden. Da wir nach 
Bd. IV, S. 621 annehmen können, daß: 
Pe ee A a SE ee A a a nd 
ist, erhält die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven die folgende Gestalt: 
A (U —V’ — Udt—vd)d?+ AU —V—-Vt—vd)d?—=0. 

Soll sie mit den beiden Differentialgleichungen dt—=0, dr=0 zwei inf. Trf. von 
der vorhin angegebenen Form gemein haben, so muß sie die Form a(t) dt? + 
—+ (rt) dr? —= O erhalten können, das heißt, es muß: 

a u a 

tor U— V—Vl(t—ı) 
werden, was auf die Bedingung führt: 

Ur V" 
rn us + = 
(U—] U’t— o) (U—V— V'it—v) 
Diese aber stimmt mit der Gleichung (7), Bd. I, Abh. XXVII (1882), S. 455 überein, 
denn (7) hat wegen S. 454, 7.2 v. u. ebd. eigentlich die Form: 
ee De 
H-N— KW X MH Yız Ray ’ 

und zwar sind hier X, Y die unabhängigen Veränderlichen, nach denen die Ab- 
leitungen X,', Y, genommen sind. Wir können daher schließen, daß U und t, Vund r 
durch dieselbe Gleichung zweiten Grades verknüpft sind. 

Die Minimalflächen und die zu ihnen affinen Flächen sind die einzigen Trans- 
lationsflächen, auf denen die beiden Scharen von erzeugenden Kurven und die beiden 
Scharen von Haupttangentenkurven zwei unabhängige vertauschbare inf. Trf. 
gestatten. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd II. 60 
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Bringt man die Diffgl. der Hpttgk. auf die Form dt? — dr? — 0, so erkennt 
man, daß jene vier Kurvenscharen zugleich mit den inf. Trf. 0f: ot und Of: dr 
noch die folgende: t(9f: 91) + (9: Or) gestatten, also die dreigliedrige Gruppe, in 
der die Gruppe der Translationen invariant ist. 

Bei den drei gefundenen infinitesimalen Transformationen bleiben gleichzeitig 
auch die beiden Scharen der Krümmungslinien invariant. 

S. 522, Nr. 22. In dem auf Z. 10—13 betrachteten Falle gestattet die aus den 
beiden Komplexen bestehende Figur eine siebengliedrige projektive Gruppe, die 
bei Lies bekannter Berührungstransformation in die Gruppe der euklidischen Be- 
wegungen und Ähnlichkeitstransformationen übergeht (Abh. I, S. 40). In dem Falle 
auf Z. 20—24 gestattet die Figur ebenfalls eine siebengliedrige Gruppe. Jede dieser 
beiden siebengl. Gruppen enthält eine dreigliedrige Gruppe von vertauschbaren 
Transformationen. Es sind demnach alle Fälle, die Lie erledigen kann, dadurch aus- 
gezeichnet, daß der Komplex, dessen konjugierte Flächen gesucht werden, eine drei- 
gliedrige projektive Gruppe von vertauschbaren Transformationen gestattet. 

S. 523, Z. 9—16. Im ersten Falle erhält man die Bedingung r,r, = a? zwischen 
den Hauptkrümmungsradien r,,r,. Im zweiten Falle wird der Komplex durch die 
Gleichung r — 0 dargestellt. Diese ist als eine Gleichung 2. Grades mit einer unend- 
lich großen Wurzel aufzufassen und liefert die Bedingung n +, — 0. 

Führt man durch eine Paralleltransformation:r’—=r— a alle Kugeln r = ain die 
Punkte über, so erhält man aus dem Komplexe r?— a? den folgenden : r’ (r’ + 2a) — 0, 
der für a = oo in den zerfallenden Komplex r’ = 0 übergeht. Vermutlich haben wir 
damit den einfachen Schlüssel für die Behauptung, die Lie im September 1879 in 
einem Briefe an Klein ausgesprochen hat (Bd. III, S. 720, 2. 5—7). Es ist daher nicht 
nötig, die von Study aufgestellte Vermutung (ebd. Z.5—1 v.u.) zu Hilfe zu nehmen. 

S. 523f., Nr. 24, 25. Ausführlicher in Bd. VI, Abh. XV (1898), $. 376-381 
und Abh. XXVI (1896), S. 639—645. Dort wird allerdings die Gruppe der nicht- 
euklidischen Bewegungen nicht erwähnt. 

8.523, 2.9—1v.u. Vgl. Bd. III, Abh. XXXVII (1882), S. 531—535, 7511. 
Goursat, Sur un probleme relatif aux courbes & double courbure. Annales de 
Toulouse Bd. I, C, S. 1—26 (1887). 

S. 524, 7.3—1 v.u. Bd. III, Abh. XXXVIII (1882), S. 5391. 

S. 525, 2. 2. Dieses Resultat ist in Bd. III, Abh. XXIII (1879) noch nicht aus- 
gesprochen. 

Die involutorische dualistische Transformation: 

e=p, y=q Z=ap+yg—2, p=a, d=y 
läßt die Differentialgleichung s — 0 invariant und führt die algebraische Raumkurve 
in eine algebraische Developpable über. Da man alle in diese Developpable einge- 
schriebenen algebraischen Integralflächen von s— 0 angeben kann, erhält man 
durch Wiederholung der Berührungstransformation alle algebraischen Integral- 
flächen, die durch die algebraische Raumkurve gehen. AZ 


Zu Abhandlung XIII, S. 526-579. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—80 ist neu. 

S. 526, 2. 13f. Diese Benennung hat Voss vorgeschlagen. Bd. I, Abh. XXVIIa, 
S. 466, 840, 2.35. 

8.527, 2.5—7. Es müßte eigentlich heißen „in zwei nicht zusammengehörigen‘“‘, 
oder „in zwei von einander unabhängigen Weisen“. 

S. 527, 2.13—11 v.u. C.R. Bd. 125 (1890), S. 239—243. „Sur les fonctions 
abeliennes.‘“ Auf S. 241f. wird erwähnt, daß @yz + 2&-+ y-+ z = 0 auf zwei Arten 
als Translationsfläche aufgefaßt werden kann. 
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S. 528, Z. 4-9. Vgl. Bd. III, S. 626, Z. 9—16. 

S. 529, Z. 16—18. Siehe $. 525 und die Anm. dazu, S. 942. 

S. 530, 2. 3f. Siehe $. 535f. 

S. 533, 2. 6f. Vgl. Bd. I, S. 637. In der Geom.d.B.T. S. 314f. wird nicht das 
hier betrachtete Doppelverhältnis mit x bezeichnet, sondern sein reziproker Wert. 

S. 533, Z. 20—12 v. u. Siehe Bd. I, S. 419, 422, 423, 424, 425. 

S. 534, Z.4,3 v. u. Es ist das die p-Transformation von Bd. 1.8.70; 

S. 535, Z2.12—9 v. u. Bd. 1, S. 69, 2. 9—7 v.u. 

S. 585, Z.3—1 v. u. Vgl. Bd. VI, Abh. II, S. 98 Anm. 

S. 536, 2.6v. u. „später“, siehe S. 546ff. Es kommt nur eine frühere Arbeit in 
Betracht, Bd. I, Abh. XXVII (1882). 

S. 537, 2.19 v. u., nämlich Abh. XIV. 

S. 587, 2.6—1 v.u. Vgl. Abh. XIV, S. 581, Z. 8—15. 

S. 538, Z. 11—18. Es sind das L. Königsberger und H. Weber. Vgl. Bd. VI, 
S. 872. 

8.538, Z.3—1 v.u. G. Scheffers, „Kurvenscharen, die auf jeder Geraden 
eine Involution bestimmen,‘ Leipz. Ber. 1892, S. 269—278. 

S. 539, 2.3 v.u.—540, Z.2. Siehe Bd. I, Abh. XXV, $.462 und 820, 2. 3ff. 
Es sind vier Quadraturen erforderlich, von denen eine ausgeführt sein muß, bevor 
man die drei andern in Angriff nehmen kann. Diese drei aber sind von einander 
unabhängig und können daher nach Bd. III, S. 204 Anm. durch eine einzige ersetzt 
werden. 

S.540, Z.5f. Lie hat die damit verbundenen Schwierigkeiten zu hoch ein- 
geschätzt. Wir werden in der Anm. zu 8. 566-577, 8.948 diese Rechnungen 
ausführen. 

S. 540, 2.2,1v.u., 8. 541, Z. 4f., nämlich im Sinne von $. 527, 2. 5—17. 

S. 541, 2.5—7. Die „relativ einfache Diskussion‘ ist in Bd. I, Abh. XxXVI, 
S. 461, Anm. angedeutet. Vgl. ebd. 837f. Da es o0!!-Kurven 4. O. gibt, und da die 
beiden partiellen Differentialgleichungen 2. O. 00° gemeinsame Lösungen besitzen, 
gibt es im ganzen oo!® Translationsflächen mit vier Erzeugungen. Andererseits 
liefert auch das Abelsche Theorem zu jeder der o0!* Kurven 4. O. oo Translations- 
flächen, die unter einander ähnlich und gleichgestellt sind. Die drei auftretenden 
Integrale enthalten nämlich drei additive willkürliche Konstanten und können über- 
dies, ohne daß sich die Kurve 4. O. ändert, alle mit derselben willkürlichen Kon- 
stanten multipliziert werden. 

S. 541, Z. 16—20. Welchen Eindruck es auf Lie gemacht hat, als er erkannte, 
daß seine Theorie der Translationsflächen im engsten Zusammenhange mit dem 
Abelschen Theoreme stand, das ersieht man deutlich aus einem 1892 an H. Weber 
geschriebenen Briefe, der so anfängt: 

„Sie entschuldigen, daß ich Sie nochmal mit einem Briefe belästige. Ich bin 
aber dadurch aus dem Gleichgewicht gekommen, daß ich plötzlich bemerkte, daß 
ich mich eigentlich in zwanzig Jahren unbewußt mit Abelschen Integralen be- 
schäftigt habe, während doch die Theorie der Abelschen Integrale und Funktionen 
für mich immer ein Land Canaan war, in welches ich durch meine eignen Unter- 
suchungen hineingeführt zu werden wünschte.“ 

S. 541, Z.16—13 v. u. Es hätte hinzugefügt werden sollen, daß die Gleichung 
F = 0 keinen vielfachen Faktor enthalten darf. Setzt man nämlich: dx:dz—=, 
dy:dz= ß, so bestimmt die Gleichung px + qß=1 zusammen mit F=0 ın 
jedem Punkte der Fläche die Tangenten der vier hindurchgehenden erzeugenden 
Kurven, und diese Tangenten müssen von einander verschieden sein. Vgl. S. 577, 
wo ausdrücklich erwähnt wird, daß doppelt zählende Faktoren ausgeschlossen sind. 


S. 544, Z. 19f. Hier fehlt die Bemerkung, daß für y(u), ö(u) Ähnliches gelten 
würde. 
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S. 544, 2.10,9 v. u. Wieder im Sinne von 8. 527, 2.5—7. 
S. 545, 2. 2—4. Nr. 41, S. 551f. 
S. 545, 2.5—8. Siehe $. 565. 

S. 545, 2. 16—13 v. u. Auch hier sind vielfache Faktoren auszuschließen. 

S. 546, 2.12—8 v.u. Vgl. Bd.I, 8.839. Nach Differentiation der dortigen 
Gleichung [26] kann man u,,®,, 4,2, %, eliminieren und hat zwei Gleichungen, 
die u und v bestimmen, es sei denn, daß die Fläche im Sinne von 8. 527, 2.5—7 in 
mehrfacher Weise als Translationsfläche aufgefaßt werden kann. 

S. 549f., Nr. 38. Vgl. Abh. XI, $.-492, Nr. 16 und S$. 937. 

8.549, 2. 7—3 v.u. In jedem Punkte der Fläche sind die Tangenten der 
beiden hindurchgehenden Kurven k, und k, konjugiert. Zwei unendlich benach- 
barte Tangentialebenen der Fläche längs einer k, schneiden einander daher in der 
Tangente der k,, die durch den Berührungspunkt der einen geht. Die längs k, um 
die Fläche umbeschriebene Developpable wird infolgedessen von Tangenten von 
Kurven k, erzeugt. 

S. 552, 2.15—13 v. u. Vgl. S. 539. 

5.552, Nr.42. Die in dem Satze aufgestellte Behauptung, die auch auf 
S. 555--557 eine Rolle spielt, findet sich schon in Bd. IV, Abh. IX (1895), S. 361, 
wo dann auf S. 361—-368 die Ausführungen folgen, an die Lie hier denkt. Die Be- 
hauptung ist unrichtig, und es ist noch unaufgeklärt, wie Lie zu ihr gekommen ist. 
Vgl. Bd. IV, 8. 621f., Bd. I, S. 839, und die Anm. zu Bd. IV, $. 361—8368, ebd. 
S. 6251., 632, 2. 13—4 v.u. 

S. 553, 2. 3—1 v. u. Bd. I, Abh. XVII, S. 290£.; Bd. II, Abh. II, S. 138. 

5.554, 2. 2f. Die Gerade gehört zwei verschiedenen Paaren von konjugierten 
Tangenten an, die beiden Haupttangenten fallen daher in ihr zusammen. 

S. 554, 2.3 v. u.—557, 2.13 v.u. Vgl. die Anm. zu S. 552, Nr. 42. In.Wahr- 
heit bestimmt Lie intermediäre Integralgleichungen des Involutionssystems der 
beiden partiellen Diffgl. 5. O., die alle Translationsflächen definieren. 

S. 555, 2. 7f. Lie ist nicht wieder darauf zurückgekommen. 

S. 555, 2. 10—13. Die Gleichungen einer solchen Kurvenschar kann man in 
der Form: 


y+b=gp(e+a), 2+49(,b)=x(c+ a) 


annehmen. Die Schar wird daher durch ein simultanes System: 


y=y(2,y,2), !=o(y) 
definiert, wo: 
Y=yHt Yyy,t olp)y; 
eine Funktion von y allein ist. 
3.555, 2.14—20. Vgl. Bd. I, Abh. XI (1871), S. 113—115, 678. Bd.II, 


Abh. I (1872), S. 9f., 854ff. Eine Schar von 00% kongruenten und gleichgestellten 
Kurven wird im allgemeinen durch Gleichungen von der Form: 


y+b=o(s+a), 2+c=y(e+a) 
dargestellt und also definiert durch zwei Differentialgleichungen: 
[1] !=oy) "=A/)), 


wo o und # beliebige Funktionen sind. Die partielle Differentialgl. 2. O., deren Inte- 
gralflächen von Kurven der Schar erzeugt sind, erhält man, indem man y’ aus den 
beiden Gleichungen: 


| p+qy=vw(y), 


2 
2 r+2sy tif tg) ly)dly) 
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eliminiert (Bd. I, 8.678). Dabei ergibt sich: "= N(p,g), wo N die Bedingung 
N,=NN, befriedigt, und 'y)—q=1:N, (Bd. II, S. 855). Demnach hat man 
die Differentialgleichung: 


(N 
[3] an EM ig, 
D 
mit den Bedingungen: 
[#] N, =NN, 9=Na,—aN,, 


von denen die zweite aus der ersten und aus der Definition von x ohne Mühe ab- 
geleitet werden kann. 

Hat man umgekehrt eine Gleichung von der Form [3], wo N weder von p noch 
von q frei und wo [4] erfüllt ist, so erhält man durch Auflösung von y’—=N eine 
Gleichung von der Form: p+ qy’= o»(y'). Hieraus folgt: (o’ y )—N,=1, 
während 9=aN, die Gleichung 9, = N, befriedigt und somit eine Funktion von 
N=y’ allein wird. Jede solche Gleichung [3] gehört demnach zu einem Kurven- 
komplexe [1], also zu einern, der aus oc? kongruenten und gleichgestellten Kurven 
besteht. Die Gleichung [3] mit den Bedingungen [4] definiert infolgedessen alle 
Translationsflächen, wenn man von denen absieht, deren erzeugende Kurven kein 
System von der Form [1] befriedigen, weil sie alle in Ebenen parallel zur z-Achse 
liegen. 

Sind N und & gegebene Funktionen, die [4] befriedigen, so definiert [3] alle 
Translationsflächen, deren erzeugende Kurven der einen Schar unter den 00? kon- 
gruenten und gleichgestellten Kurven enthalten sind, deren Differentialgleichungen 
sich aus: 


1] y-N, ?=p+Ng y'=oN, 


durch Elimination von p,q ergeben. 

Ist bloß N (p,gq) gegeben und die Bedingung N, = NN, erfüllt, so definiert 
[3] zusammen mit [4] alle Translationsflächen, die durch Translation einer Kurve 
entstehen, welche die aus: "= N, z2’=p-+ Nq durch Elimination von p,q ent- 
stehende Mongesche Gleichung: 2’ = &(y’) befriedigt. 

Differentiiert man [3] und bedenkt, daß: 


N 
= Nor tN,s=N,(rtNs) 

da 7 7 
Pr der %5=a,(r + NS)—aN,s, 


und so weiter, so erhält man zwei Differentialgleichungen 3. O., in denen N,«, 
N ,, &, auftreten. Ebenso findet man drei Gl. 4. O., in denen noch N, 5,5055 VOr- 
kommen, und endlich vier Gl. 5.O., wonoch N „59; &pp, hinzukommen. Hieraus folgt 
wieder, daß die Translationsflächen keine partielle Diffgl. 4. O. befriedigen, wohl 
aber zwei von 5.0. (vel. Bd. I, S. 839). 

S. 555, Z. 21—29. Vgl. Abh. XI, S. 492 und S. 936. Man schreibt diese inter- 
mediären Integralgleichungen bequemer so: 


[5] r+ (u+v)s+wuv=0, 
unter u, v Funktionen von p,q verstanden, die den Bedingungen: 


[6] U ZU, %y=Vr, 
genügen. 

Sind zwei Funktionen u,v gegeben, die [6] erfüllen, so bestimmt [5] alle 
Translationsflächen, deren erzeugende Kurven der einen Schar die Mongesche 
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Gleichung befriedigen, die aus „Y=u, !’=p ” qu durch Elimination von p,q 
entsteht, während zu der zweiten Schar die aus y' = v, 2° = p-+ qv hervorgehende 
Mongesche Gleichung gehört. 

Indem wir das auf S.936f. und S.944f. Gesagte verbinden, erkennen wir, 
daß die drei Gleichungen: 


r+ (u+v)s+uv=0, 

[7] r+ 2us-+t ut=o, 

r+ 2vstvVt =Pß 
stets gewisse Translationsflächen definieren, sobald die Bedingungen: 
[8] Wu, YZV%, RZU, —au, Pa=vß, — Pi, 


erfüllt sind. Jede der beiden erzeugenden Kurvenscharen gehört einer Schar von 
00° Kurven an, die durch ein System von der Form [1] bestimmt ist. Da jede Kurve 
der einen Schar von o0!-Kurven der andern geschnitten wird, die zu einander kon- 
gruent und gleichgestellt sind, kann man schließen, daß das System [7] gerade 00° 
Integralflächen besitzt und also unbeschränkt integrabel ist. 

'Es hat einen gewissen Reiz, sich durch Rechnung von dieser Eigenschaft 
des Systems [7] zu überzeugen. In der Tat, aus [7] findet man: 


ee „_ va tuß 
(91 (u—v)2 ’ rer 
ee a era 
(u—v)’ (m—v)2 


und ferner, wegen dp=rdxz+sdy, dg=sdax-+ tdy: 


1 
do=—  (dp+ ud; (dp-+vdg), 


dy=—  (dp+udD— z (dp+vdg), 
wo jedesmal die rechte Seite wegen [8] die Summe zweier vollständiger Diffe- 
rentiale ist. 

S. 555—557, Nr. 48. Diese Entwickelungen gestalten sich sehr wenig schön, 
weil Lie die Größen &,, 71, &2,73, die selber erst durch vier Gleichungen definiert 
sind, mit fortschleppt, statt die Quotienten n,:&, = u, n2:& = v als Funktionen 
von p,g zu betrachten, die an die einfachen Gleichungen [6] gebunden sind. Tut 
man das, so hat man in [5] u als eine gegebene, v als eine willkürliche Funktion auf- 
zufassen, aber unter der Voraussetzung, daß [6] erfüllt ist. Es handelt sich dann 
darum, v durch Differentiation zu eliminieren. 

Es wird: 


[10] 


De zny(r+os), gt. 


Durch Differentiation von [5] erhält man daher zwei Gleichungen, aus denen v, 
und dann mit Hilfe von [5] auch v eliminiert werden kann. So ergibt sich die ge- 
wünschte intermediäre Integralgleichung 3. O. 

S. 556, 7.2 v. u. und 8. 557, Z. 2 ist leider, wie im ersten Drucke, 9’ (£,) stehen 
geblieben, was durch 9,’ (&,) zu ersetzen ist. 

S. 557, 7.15 hätten die Argumente x, y,z getilgt werden sollen, die Lie 
merkwürdigerweise mit geschrieben hat, obgleich sie offenbar gar nicht herein- 
kommen können. 
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8.558, 2.14. Das System der Differentialgleichungen (1) gestattet ja die 
viergliedrige Gruppe aller Translationen und Ähnlichkeitstransformationen. 

S, 558, Z. 16—18. Siehe S. 532. 

S. 558, Nr. 51. In Bd. I, Abh. XXVII (1882), S. 452ff. (vgl. 8.833) wird die 
etwas allgemeinere Aufgabe behandelt, daß zwei nicht zusammengehörige unter 
den vier Erzeugungen von ebenen Kurven in parallelen Ebenen gebildet werden. 

S. 560, 2. 5,4 v. u. Die Gleichung S. 559, 7.13 für &,, 7, erhält dann die Form: 


Berv .mAemzg, — Aemt „nBeW, =, 


also: m&, — nn, = 0. Mit anderen Worten: die unendlich ferne Kurve (, ist eine 
Gerade, die durch den Schnittpunkt der Geraden C, und (, geht. 

S. 562, Z.1—4. Vgl. Bd. I, Abh. XXV (1880), S. 421, 821. 

S, 562, Z.8 v.u. Nach „sind“ hätte eingeschaltet werden sollen: „die nicht 
dureh einen Punkt gehen“, denn nur diesen Fall hat Lie bis jetzt behandelt 
(8. 558, Nr. 51, 2. 1f., vgl. auch S. 563, 2. 12—9 v.u.). 

S.562, Z.3 v.u. Jetzt folgt die zweite der beiden auf Z. 6f. angekündigten 
beiden Weisen. 

S. 563, 2.129 v.u. Außerdem ist der erste Teil des Satzes nur unter der 
Voraussetzung bewiesen, daß die Ebenen der drei ersten Kurven keinen unendlich 
fernen Punkt gemein haben. Um festzustellen, ob diese Voraussetzung notwendig 
ist, ersetzen wir die Kurve (, auf 8.558, Z.6 v.u. durch die Achse des Büschels 
z — y = const., dann haben wir & = 13 und erhalten mit Benutzung vonz= X —Y 
die Gleichung: &X” — 1, Y” = 0. Da die Tangenten der Kurven der vierten Schar 
längs einer Kurve der dritten parallel sein müssen, und da die dritte Kurvenschar 
durch die Ebenen x — y= const. ausgeschnitten wird, muß Y”: X” eine Funktion 
von 2£— y sein, was die Bedingung: 

NE ur DL 2er 


Pe ARE 
ergibt. Wir erhalten demnach 


A 
lest nat det Biy—Ba, 


oder, wenn c verschwindet: 
2=4A282+4A,2+4,— By —By—B.. 


In beiden Fällen wird die vierte Kurvenschar durch die Ebenen z — A,r+ B,y = 
— const. ausgeschnitten. Diese bestimmen auf der unendlich fernen Ebene eine 
beliebige Gerade, die von den drei:dz=0, dy=0, de — dy=0 verschieden ist. 

Der erste Teil des Satzes von Nr. 57 gilt demnach allgemein, auch wenn die 
Ebenen der drei Kurven einen unendlich fernen Punkt gemein haben. 

S. 564f., Nr. 58. Vgl. Bd. I, Abh. XXV (1880), S. 414—421. 

S. 564f., Anm. In Bd. I, Abh. XXV (1880), S. 414 spricht Lie zwar von Ge- 
raden, die hinsichtlich eines Kegelschnitts konjugiert sind, benutzt aber diese Aus- 
drucksweise noch nicht für Flächen. In Bd. II, Abh. XII (1892), S. 520 spricht er 
von Flächen, die hinsichtlich eines Linienkomplexes konjugiert sind (S. 941). Eben- 
so Geom. d. B. T. (1896), S. 376, 399, 411. Der Komplex kann ja insbesondere aus 
den Treffgeraden eines Kegelschnitts bestehen. Eine zu dem Kegelschnitte kon- 
jugierte Fläche wird eine Translationsfläche, wenn man die Ebene des Kegelschnitts 
durch eine projektive Transformation ins Unendliche verlegt. 

8.565, Z2.12—14. Siehe S. 577. Vgl. auch die Anm. zu S.563, 2.12—9v.u. 

S. 565, Z. 16—20. Die besonderen Fälle kann man sich ja durch Grenzübergang 
erledigt denken. Übrigens hat Lie in Bd. I, Abh. XXV (1880), S. 417—425 der 
Reihe nach jeden möglichen Fall behandelt. 
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S. 566—577. Die Entwickelungen in Bd. I, Abh. XXVII (1882), S. 458—462 
werden hier in umgearbeiteter Fassung wiedergegeben. Eine wesentliche Verein- 
fachung wird auf S. 569 durch Anwendung der Legendreschen Transformation 
erreicht, bei der die Differentialgleichungen (1) linear werden. Die knappen An- 
deutungen Bd. I, S. 461f. sind hier auf S. 575—577 näher ausgeführt. 

Auf einen Punkt möchten wir noch besonders aufmerksam machen. Die Glei- 
chungen (4) bildet Lie nach wie vor mit den Größen £,, n,, statt sie, wie nach S. 936 
möglich wäre, auf die Form: 

00 09 ak] 
0q? Er ee Prras am .. 


zu bringen, wo Qu.:dq= u,(u,:0p). Sehr merkwürdig ist, daß auf dem Lieschen 
Wege die Integrabilitätsbedingungen eine Gestalt annehmen, die eine überraschend 
einfache geometrische Deutung zuläßt (Nr. 67—74). Es gehört das zu den „zufälligen 
Umständen“, von denen Lie S. 538, 2.14 v. u. spricht. Vgl. auch Abh. X, S. 482, 
ZI 18 vu. 

Wir werden aber sehen, daß alles viel durchsichtiger und einfacher wird, 
wenn man nicht die Größen &,,n,; beibehält, sondern mit den Quotienten n,:$, 
arbeitet. 

Neben p&+ qn=1 besteht noch eine Gleichung von der Form: n = @(£). 
Infolgedessen sind & und n Funktionen von p,gq, und es wird 7:£= u auch eine 
solche Funktion, und zwar (vgl. 8.936) eine, die der Gleichung: u, = uu, genügt. 
Nun haben wir offenbar: 

1 u 

ptug’ 7 ptug' 

die Kurve 7 — p(£) wird daher durch diese Gleichung in der Weise dargestellt, 
daß die Koordinaten &,n eines beliebigen ihrer Punkte durch die Koordinaten p,q 
einer beliebigen durch den Punkt gehenden Geraden: pr + qy = 1 ausgedrückt 
werden. Da p-+ uq nach $. 936 eine Funktion von u allein ist, enthalten & und 7 
die Größen p und q nur in der Verbindung u. 

Es ergibt sich ferner: 


& 
Ber 
s= 


nn 2 er In Een nn 
S Sp + 44, 
ea u (e+re2) 
dr. 1+gqu,/ ?? 
Demnach wird: 
Beet 


2599 en 


und: 
„ 
N 


——, - = Upp: 
ptan® 
Setzen wir daher auf S. 566: 
n:hmu, N: =V, Ne n:4=Pd, 


so werden die Gleichungen (1): 


(D r+wt+v)s+turt=0, r+Ww+d)s+udt=0, 
und Lies Integrabilitätsbedingung S. 575, 2. 3, die jetzt so lautet: 
. ut pt 0, 


erscheint in einer überraschend einfachen Gestalt. 
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Hierdurch wird die Vermutung nahegelegt, daß diese Integrabilitätsbedingung 
ohne besondere Schwierigkeit aus (I) abgeleitet werden kann, wenn man berück- 
sichtigt, daß die vier Funktionen u, v,4,d die Bedingungen: 


(III) uU, VG dly U — ul, =, 

erfüllen. Das ist in der Tat der Fall. Die dazu erforderliche Rechnung hat mein 
Freund H.Liebmann ausgeführt und durch zweckmäßige Wahl der Bezeich- 
nungen in bemerkenswerter Weise vereinfacht. 


Wir setzen: 
utrr=o, :w=ß, 
(m) | e 
\a+i=a, u=ß, 
(V) A=aß—pa, B=ßBß—B, C=—-(a—%) 
Dann wird: 
(VI) r=04, s=oB, t=o(C, 


wo o einen unbekannten Proportionalitätsfaktor bezeichnet. 

Nach $. 567, Z. 1f. ziehen wir nur nichtabwickelbare Integralflächen in Be- 
tracht, dürfen daher rt — s®= 0?(4AC — B?) #0 voraussetzen. Infolgedessen 
können wir, was ganz in Lies Geiste ist, die Integralflächen als Elementvereine 
auffassen und in der Weise darstellen, daß wir z,y,z als Funktionen von p,q 
betrachten. Demgemäß ersetzen wir das (VI) entsprechende Pfaffsche System: 


dp=o(Adxz+ Bay), dg=o(Bdr+ Cdy) 
durch das folgende: 


(vI) gan 200 


e(AC—B?) ’ 


_—Bap+Adg 
a ac 2 


Da (I) unbeschränkt integrabel sein soll, muß es möglich sein, o derart als Funktion 
von p und q zu bestimmen, daß die rechten Seiten von (VII) vollständige Differen- 
tiale werden. 


Nicht unerwähnt darf bleiben, daß wir auf diese Weise die Anwendung der 
Legendreschen Transformation ersparen. 


Aus (VII) ergeben sich die Integrabilitätsbedingungen: 
z AB) AC,„—CB, + B(&—B)=®, 
2 (AC—B)+CA, AB, +B(A, BB). 


Hier ersetzen wir A, B,C durch die Ausdrücke (V) und entfernen die Ableitungen 
von ß,ß nach p und q mit Hilfe der von Liebmann eingeführten Ausdrücke: 


vum Bee ung 
Ar tar B=ßa—B%p- 
Das ergibt: 
(0%.:0) AC-—B)=BA—-MWHOB—B, 
I) I a: AC-B)=— (+) AC— BY) + 


+BB-Ö+CBA—BAHLB— aD), 
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woraus die Integrabilitätsbedingung von (I) auch in dem allgemeinen Falle ent- 
nommen werden kann, wo (III) nicht erfüllt ist. Beachtet man aber, daß X und 8 
auch so geschrieben werden können: 


& 


| A=w— un, + — vr, 
B=v(w— um) +ulm—vr,), 


und daß für A, 8 Entsprechendes gilt, so erkennt man, daß das Bestehen von (III) 


das Verschwinden von X, 8, W, B nach sich zieht, und daß für u =v,u=&v auch 
das Umgekehrte gilt. Ist daher (III) erfüllt, so wird die Integrabilitätsbedingung 
von (I) einfach: &,,+ &)» = 0, das heißt, eben die Gleichung (II). Zugleich findet 
man: 

(XD ob. = Lanst.. Fa Ur runt+r,) a 

was eine Funktion von q allein ist. 

Nunmehr können auch die Entwickelungen von Nr. 76—78, S. 575-577 durch 
viel einfachere ersetzt werden. 

Die Ausdrücke für &,n auf 8.948 bestimmen nämlich, wenn man u geeignet 
wählt, jeden beliebig gewählten Punkt der Geraden pr+ qy—=1. Ist daher 
G(£,n)=0 die Gleichung einer Kurve 4.O. und enthält G keinen mehrfachen 
Faktor, so hat die Gleichung: 


1 u 
ol 
ptug p+ug 
im allgemeinen vier verschiedene endliche Wurzeln, welche die Schnittpunkte der 
Kurve mit der Geraden bestimmen. Schreibt man diese Gleichung in der Form: 


(XII) I gWE PP rd, 


so wird, wie man leicht sieht, g, linear in p, während andererseits u als Funktion 
von p,q die Gleichung: u, = uu, befriedigt. Sind daher u, v, %,® die vier Wurzeln 
von (XII), so befriedigt u+v+u-+%=g, die Gleichung (II), während außer- 
dem die Gleichungen (III) erfüllt sind. 

Der Reißsche Satz in bezug auf eine Kurve 4. O. ist hierdurch auf einen 
andern Satz zurückgeführt, der sich auf den Koeffizienten g, der für die Kurve 
gebildeten Gleichung (XII) bezieht und der sehr viel einfacher zu beweisen ist.!) 
Genau ebenso verhält es sich mit Lies Umkehrung des Reißschen Satzes. Unsere 
Betrachtungen erlauben uns, diese Umkehrung mit der größten Leichtigkeit abzu- 
leiten. 

In der Tat, die vereinigten Gleichungen (III) und (I) bilden ein System, bei 
dem alle Ableitungen 2.0. durch die vier Upps Ypp> Upps %pp ausdrückbar sind, 
zwischen denen eine lineare homogene Gleichung, nämlich (II), besteht. Man findet 
nun zwischen den nach p allein genommenen Ableitungen 3. O. gerade zwei solche 
Gleichungen, zwischen denen 4.0. gerade drei, und schließlich erhält man alle 
diese Ableitungen 5. O. durch die von niedrigerer ausgedrückt. Willkürlich wählbar 
bleiben daher höchstens u,v,u,®, Up», %p, dp, ferner drei von den u,y,.--, 
zwei von den 4,yp,- . ., und eine von den Uyppp; ; ; ., das sind im ganzen höchstens 
vierzehn. Bildet man andererseits für die allgemeine Kurve 4. O., die ja vierzehn 

1) Als ich die Möglichkeit dieser Zurückführung bemerkte, kam mir gleich 
der Gedanke, daß ich damit nichts Neues entdeckt hätte, sondern nur die Quelle 
aus der Reiß selbst seinen Satz geschöpft hat. Diese Vermutung hat sich bestätigt. 
Reiß geht beim Beweise seines Satzes von der hier besprochenen Eigenschaft der 
Gleichung (XII) aus. 
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Parameter enthält, die Gleichung (XII), so befriedigen deren vier Wurzeln u, v,%, ® 
das System (III), (I). Die allgemeinste Lösung dieses Systems enthält daher gerade 
vierzehn Parameter ünd ist durch die allgemeinste ebene Kurve 4. O. bestimmt. 

Aber noch mehr. Unsere Betrachtungen bahnen uns auch den Weg zur Beant- 
wortung der Frage, die Lie auf $. 540, Z. 2—6 aufwirft, ohne sie zu erledigen. Es 
handelt sich also darum, unmittelbar nachzuweisen, daß die Integration des Sy- 
stems (I), (III), wenn die Integrabilitätsbedingung (II) erfüllt ist, auf Abelsche 
Integrale führt, die zu einer Kurve 4. O. gehören. 

Wir haben gesehen, daß das System (I) durch das System (VII) ersetzt werden 
kann, wo o eine durch Quadratur bestimmbare Funktion von q allein ist, und wo 
die rechten Seiten vollständige Differentiale sind. Da o unmittelbar angebbar ist, 
sind selbstverständlich nur noch drei von einander unabhängige Quadraturen er- 
forderlich, nämlich zur Bestimmung von x, y und z als Funktionen von p,q. 

Da jede Integralfläche von (I) die erste der Gleichungen (I) befriedigt, ist 
nach Abh. XI, Nr. 16, S. 492f.: 


de=dop+dy, dy=udp-+vdy, 
d=(p+ugdpy+(p+vg)dy; 
wo 9 eine Funktion von u, und % eine von v bezeichnet. Wegen dd—=pdr+ qdy 
braucht man bloß dx und dy auf die Form (VII) zu bringen und erhält: 
—@C+B)dp+@B+A)dg 
e(u—ı) AC—Bi) 


a, WC+B)dp— (uB+A)dq 
7) 2 0@-9)AC-—B) 


dpo= 


Hier ist: 
vıC+ B=—-(ew—u)w—v), vBB+A=uw—u)w —v), 
AC — B= — (u —u)(u —v)w —U)w —d), 
also: 
e4 dp+udq 

rear (u— v) (u— v)’ 

(XII) 
ee dp-+vdq 


er —HW)W—r)w—u) 


Obwohl von vornherein feststeht, daß diese Ausdrücke vollständige Differen- 
tiale sind, wollen wir uns trotzdem noch durch Rechnung davon überzeugen; doch 
brauchen wir das nur für dp auszuführen. Indem wir: 


(u — u)(u -v)u —v)=% 
setzen, erhalten wir wegen (III): 
Ag we Ay — (u, — d, — v,) A, 
mithin wird: 
i oo ı ° u 
TIL Tree U aha aa kr 


was nach (XI) verschwindet. Damit ist der Beweis geliefert. Wegen 
du= (dp+ udg)u, ergibt sich zugleich, daß p wirklich eine Funktion von u 
allein ist. 
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Setzt man noch: 
E-MWE— He mn, WWW) We—)=o, 
so sieht man leicht, daß: 


1 1 ae 
— = (uu+V—U—D):o, 
Fre ) 


j 
777 = w-an:o, 
ur 198 


ee Ma 


Bezeichnet man ferner mit dp,dx die Ausdrücke, die aus dp,dx hervorgehen, 
wenn man u mit u, v mit v vertauscht, so hat man sofort: 


le 
udp+ vdy+ uUdp+ üdx=0, 
| wWdy + Vrdy +Wdo +0dy—=0, 
Nunmehr erkennt man ohne Schwierigkeit, daß die Bestimmung von x, y,2 
auf drei verschiedene Quadraturen hinauskommt, die Abelsche Integrale in bezug 


auf eine Kurve 4.0. sind. 
Die vollständigen Differentiale: 


dp, udp, (p+ qu)dp 


sind nämlich alle durch u allein ausdrückbar. Wir können daher bei der Integration 
dem q einen konstanten Wert q, erteilen und dq = 0 setzen. Dabei wird o konstant 
und die zu integrierenden Differentiale werden: 


(XIV) 


ap AM udp Eee 
(Un — Up) (Up — do) (Up — do)" (do — %) (Un — do) (Us — do) i 
ML era 
(U — Us) (Up — do) (Up — do) 
WO %y, %g, Up, dp die Wurzeln der Gleichung vierten Grades sind, die aus (XII) hervor- 
geht, wenn man q = q, Setzt. Bezeichnet man die linke Seite dieser Gleichung mit 
F (u, p), so ist offenbar: 


(Fr), — Fa 3 (Up — U) (Up — do) (Up — do) - 


(XV) 


Wir haben also genau die Formeln, die Lie auf $. 541ff. angegeben hat. 

Hiermit ist das ausgeführt, wovon Lie auf 8.540, 2. 5f. sagt, daß es ‚wohl 
kein Kinderspiel sein dürfte‘. Offenbar hat er sich die Sache viel schwieriger vor- 
gestellt, als sie in Wahrheit ist. Doch ist das zu begreifen, wenn man bedenkt, daß 
er bei der Aufstellung der Integrabilitätsbedingung seines Systems (1), S. 557 einen 
Weg eingeschlagen hat, der wirklich sehr große Schwierigkeiten darbietet, Schwierig- 
keiten, die schließlich gar nicht nötig sind. Noch niemals habe ich es so schmerzlich 
empfunden, wie bei den hier gemachten Entwickelungen, daß ich nichts, was ich 
gefunden habe, Lie selber mitteilen kann. 

S. 574, Z.14f. Siehe Bd. I, S. 452—455. 

S. 574, 2.6,5 v.u. Bd. I, S. 461. 

S. 575, 2.4—8. Vgl. Bd. I, S. 461, 837. Wer aber ist Haag? 

S. 575, 2. 9—18. Bd. I, S. 461, Anm., $. 837f. Lie beweist jetzt die Umkeh- 
rung auf $. 575—577. Auf S. 950f. haben wir gesehen, daß sie sich viel einfacher be- 
weisen läßt. ; 


Translationsflächen mit zwei Paaren von Erzeugungen 953 


8.578, Z.7—10. Es hätte hinzugefügt werden sollen, daß die Gleichung 
F(&, ß) = 0 keinen mehrfachen Faktor enthalten darf. 

S. 578, 2.7,6 v. u. Das ist leider nicht geschehen. Es sind nur zwei von Lie 
angeregte Dissertationen erschienen : 

G. Wiegner, Über eine besondere Klasse von Translationsflächen, Leipzig 
1893, 83 S. 8°, mit zwei Lichtdrucktafeln. Sonderabdruck aus Archiv for Mathe- 
matik og Naturvidenskat, Bd. 16, 1893. 

R. Kummer, Die Flächen mit unendlich vielen Erzeugungen durch Trans- 
lation von Kurven, Leipzig 1894, 62 S. 8°, mit einer Lichtdrucktafel. 

S. 579. Da wir die Zylinderflächen ausschließen können, dürfen wir uns auf 
die geradlinigen Flächen von der Form: 


y=us+yp(), 2=x(u)z+ y(u) 


beschränken. Die geradlinigen Erzeugenden befriedigen die Mongesche Gleichung: 
2’—= y(y’). Andererseits finden wir: 


»=p+tq, Yaty=glatg), 
also wird u= N (p,g), wo N die Bedingung: N, —= NN, erfüllt. Ferner ergibt sich: 


dp+ udg= (X — g)du, 
also: r+ 2 us-+ u?t= 0. Demnach befriedigen alle geradlinigen Flächen, deren 
Erzeugende die Gleichung 2’=x(y’) erfüllen, eine partielle Differentialgleichung 


2.0. von der Form; 
(XV]) r+2Ns+N2t=0, 


unter N eine Funktion von p,q verstanden, für de N, —=NN, ist. 

Umgekehrt wird auf jeder Integralfläche einer Gleichung von der Form (XVI) 
die eine Schar von Haupttangentenkurven durch die Differentialgleichungen: 
yY=N, z=p-+ qN bestimmt, deren Integralkurven wegen (XVI) und wegen 
N,= NN, gerade Linien sind. Es ist also jede Differentialgleichung (XVI), für die 
N,„= NN, erfüllt ist, ein intermediäres Integral der partiellen Differentialgleichung 
3. O. aller geradlinigen Flächen. 

Setzt man in den Gleichungen S. 579, 2. 5f. &, = &, 1, = 73, so erhält man eine 
Integrabilitätsbedingung, die offenbar die Form: 


N” N." 203" Nee 
Bram y wre wHanN 
besitzen muß. Einfacher ist es allerdings, in dem Systeme (I) zu setzen: v—u. 
Dann wird die Integrabilitätsbedingung (II) zu: 
(XVII) a ri 2a, 


wozu noch die Gleichungen: 


(XVII) WU, Y=Vy, U—Uu, 


kommen. Ohne jede Rechnung erkennt man, daß das System (XVII), (XVIII) 
die beiden Gleichungen: 
Uptip—t, u,—0 

nach sich zieht, weil die Kurve 4. O. im Unendlichen für = win einen Kegelschnitt 
und eine doppeltzählende Gerade zerfällt. Die geradlinigen Translationsflächen, 
deren erzeugende Kurven nicht sämtlich eben sind, können daher durch projektive 
Transformation in Minimalflächen übergeführt werden. Es sind das die in Bd.I, 
Abh. XXV (1880), S. 423 betrachteten Flächen. Sie sind lauter Schraubenflächen, 
s. ebd. S. 822, Z2.20—11 v.u., wo die Gleichung (IV) durch: yp—29q+c=0 
zu ersetzen ist. Alles das muß der Leser erraten. 
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Zu bemerken ist, daß man im Grunde die geradlinigen Flächen als einen be- 
sonderen Fall der Translationsflächen auffassen kann. Durch die oo! Geraden einer 
solchen Fläche sind ja oo! infinitesimale Translationen bestimmt, deren jede eine 
Gerade der Fläche in sich, also auf der Fläche verschiebt. Die geradlinigen Trans- 
lationsflächen, von denen Lie spricht, kann man daher zu den Flächen zählen, die 
zwei nicht zusammengehörige Translationserzeugungen zulassen. Bei Lie selbst 
findet sich allerdings keine Andeutung, daß er sich die Sache so gedacht hat, obwohl 
die Gleichung (XVI) offenbar Translationsflächen definiert, deren beide erzeugende 
Kurvenscharen zusammenfallen und deshalb, wie man sofort sieht, aus Geraden 
bestehen. 


Zu Abhandlung XIV, S. 580—639. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—85 ist neu. 

S. 584, Z2.11—8 v. u. Es ist nicht recht deutlich, was sich Lie dabei gedacht 
hat. Bemerkt man jedoch, daßz— x, und z— 2, partikuläre Lösungen des Systems (3) 
sind, so erkennt man, daß n — 2 lineare homogene Relationen von der Form: 


224 Ag t eat de + bon (k=1,...,n— 2) 

bestehen; darin aber liegt unmittelbar, daß die M, einem ebenen R, des R, angehört. 

S.585, Z. 4f. Das ist nicht geschehen. 

S. 585, Z. 9—14. Vgl. Abh. XIII (1896), S. 537. 

S. 589, Z. 12—14. Vgl. Bd. IV, Abh. IV (1888), S. 285. 

3.590, Nr. 17. Setzt man A,,(t,): 4//,() = ug, so wird : 

AA, Su Cy (2): A, 4 (te) = Yr(ür) 

und: 
(I) 5 Pıt UrPpe + %,(uR)Ps = Yr (Ur), 
sodaß u, eine bestimmte Funktion von p}. ps. Ps wird, die zwei partielle Differential- 
gleichungen 1. O. von der Form: 


ou, ou, Our ou, 
=UuU , = (A, (Ur 

ek TE Tal ET 

befriedigt. Sind andererseits die Gleichungen (II) erfüllt, so wird immer die linke 

Seite von (I) eine Funktion von u, allein. Das System (3) kann daher folgender- 

maßen geschrieben werden: 

[ 0er + WwUurr: + %;(U;) %% (Up) tz Eu 


| + tw) + (Wr U tu) Tr + (u + %rUp))rıa 
(ük=1, 2,354 +), 


(am) 


(I) 


und esist dadurch gekennzeichnet, daß die u, Gleichungen von der Forni (IT) befriedigen. 
S.596, Z.18f. Es sieht fast so aus, als ob Lie dieses Versprechen nachher voll- 

ständig vergessen hätte. Man kann jedoch die angekündigte Bestimmung aus den 

Entwickelungen auf S. 598f. erraten. Man muß für i— 1 und 2 setzen: 


Mike), Mn (k=1, 2,3) 
und findet, daß 9, eine Funktion von t, und 1, ,0, eine von t, und t, ist. Schließlich wird: 


„fe (ti , t3) En malt f 0: (ta, 5) &g2 (te) dt, + 2 (te), 
= (ol, tan + [la War + ZW), 


WO 91, 0;, 2, und Z willkürliche Funktionen ihrer Argumente sind. 


| 
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S. 596, Z. 21—24. Siehe Nr. 28, S. 598f. 

S. 611, Nr. 44. Vgl. S. 605—607. 

S. 613, Z.13. Siehe S. 607. 

S.613, Z.19—22. Diese einfach unendlich vielen Lagen dürfen aber nicht 
durch eine eingliedrige Gruppe von Translationen erhalten werden, sonst wäre ja 
die erhaltene Translations-M, nach S. 604, 7. 12f. zylindrisch. Vgl. S. 638, 2. 11—15, 
wo das ausdrücklich hervorgehoben ist. 

S. 614, 2.5 v. u. Siehe $. 595. 

S.618, Z2.7—5 v.u. Diese Relationen sind in 4,2, Ya 22, Ya ,2s linear, 
ein Umstand, den Lie erst auf S. 620, Z. 1f. erwähnt. 

S. 620, Z. 4-1 v. u. Die zweite und die dritte dieser Gleichungen erhält man, 
indem man W, = 0 und W, —= 0 nach z, differentiiert. Als vierte und fünfte kann 
man die benutzen, die durch Differentiation von W, = 0 nach z, und z, hervor- 

ehen. 
; S. 622, Z.3—1 v.u. Die ebenen Schnitte der Fläche sind ja im allgemeinen 
wirkliche Kegelschnitte. 

S. 625, Z.1—7. Auch die Untersuchungen 8. 625—633 gestalten sich anders, 
wenn man das System $. 625, Z.3 durch das Pfaffsche System: 


dp, = r3,(adn +bdm,+ ddz,), 
dp, = 13 (bdn + cd, +t edz,), 
dp = tr, (ddn ed + dr) 
ersetzt und dieses auf die Form bringt: 
da, = 0 (Au dpi + An dp + Ass dp3), 
da, — 0 (Ay dpı + Axdpa + Az dps), 
da; = 0 (Ay dpı + Ass dpa + Ass dP3). 


Hier sind die A,, bekannte Funktionen von P},Pz, Ps, die den Bedingungen 
A;« = A,; genügen. Der unbekannte Proportionalitätsfaktor o(p,, Pa, pP) muß 
sich so bestimmen lassen, daß die drei rechten Seiten vollständige Differentiale 
werden. Das führt auf sechs Integrabilitätsbedingungen, von denen aber eine eine 
Folge der übrigen ist. Die von Lie auf S. 627 benutzte Transformation läßt sich 
also vermeiden. 

S. 626, Z. 4-1 v. u. Eine nicht developpable Translations-M;: 
2 — P(&,, £y, 23) = 0 besitzt 00? verschiedene Tangentialebenen (vgl. S. 603—607). 
Die drei Ableitungen 9:0, sind daher von einander unabhängig und die Flächen 
S. 626, Z.7 v. u. befriedigen infolgedessen keine partielle Differentialgleichung 1. O. 
und nur fünf von 2. O. Die Zahl dieser Flächen ist daher gerade 00°. 

S. 627, 2.9. Euler wäre wohl vor Lagrange zu nennen. 

S. 628, Z.4 v.u. Den Größen d und e auf S. 627 entsprechen jetzt e und ö. 

S. 630, 2.3 v. u.—631, Z.2. Zum Beispiel folgt (14, 1) aus den Integrabilitäts- 
bedingungen: 

Prası — Arzsg + (Pr — Ap)r33 = 0, 


Yrası — Brass + (Yı — Pa)rss = 0, 

Örgsı — Elzsa + (di — Ea)rs3 = 0. 
In entsprechender Weise ergibt sich allerdings noch eine dritte Gleichung: 
(14, 3) Y— 66)(es — B)+ (Ed — P)(d2 — Y3) — (P5 — YE)ds — 0, 
diese muß aber eine Folge der fünf Gleichungen (13), (14) sein. 
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S. 631, Nr. 73. Es wird nicht bloß ßß Zap, sondern auch a als von Null ver- 
schieden angenommen. Man hat: 


BP —ay)(3,1)+ all4,1)= — (16,1), 
(BP —ay)a(14,2)+ (x — Ee)(16,1) = (ad — Pe)(16, 2), 
(BP — ay)a(13,2) — y(16,1) = — P(16, 3), 
(BB — ay)a(13, 3) — 6(16,2) — a(14,1)= — e(16, &). 
Überdies wollen wir noch erwähnen, daß: 
(BP — ay) a(14,3) + (9 — 56)(16,1) + (ed — P)(16,3)+ 
+ B6 — ye)(l6, 4) +a(y — H5)(14,1)=0, 


was zeigt, daß (14,3) wirklich eine Folge der fünf Gleichungen (13), (14) ist. 

S. 632, Z.2f. Im ersten Drucke steht: ‚multipliziert‘, was infolge eines 
Druckfehlers durch ‚‚multiplizieren‘ ersetzt ist. 

S. 632, Z.19. Zum Beispiel bekommt &3 — Piz den Faktor: 


(«8 — Be)? B— (ay — BB) — ee) B=aß {add —2Bde+ BB—ay+ yeel. 


S. 637, Z2.9-—7 v.u. Eine der sechs Kurven im Unendlichen wird durch die 
Gleichungen: 
= (21, ı):T(ltı, N) ((=1, 2,3) 


dargestellt, wo dr,:d3 = r,' gesetzt ist. Hier können ty’, ty’, t, durch die allgemeine 
projektive Transformation des Raumes transformiert werden, die fünfzehn Para- 
meter enthält; von diesen sind aber nur sieben wesentlich, weil man die Kurve 
5.0. und die vier ausgewählten Kegelschnitte durch die allgemeine projektive 
Transformation der Ebene mit acht Parametern transformieren kann. Dabei ändert 
sich nämlich zwar die analytische Darstellung der Translations-M,, nicht aber diese 
selbst. Endlich enthalten die vier Integrale vier additive willkürliche Konstanten. 
Sie können außerdem alle mit derselben willkürlichen Konstanten multipliziert 
werden, ohne daß sich die sechs Kurven im Unendlichen ändern. Das Abelsche 
Theorem liefert daher: 
oo!8r 7+5 — 00° 


verschiedene Translations-M,. Lie nennt wohl deshalb bloß 00, weil er die 
Ähnlichkeitstransformationen unberücksichtigt läßt. 

S. 637, 2.6—1 v.u. Lie kann nur an Kap. VII, S. 566—577 der genannten 
Abhandlung denken, aber man tappt vollständig im Dunkeln, wenn man erraten 
will, welche der dortigen Betrachtungen er meint, und wie hier ähnliche Betrach- 
tungen angestellt werden sollen. Er hat offenbar selbst gefühlt, daß die Zumutung, 
die er auf diese Weise an den Scharfsinn der Leser stellt, das erlaubte Maß über- 
schreitet ; denn im Anfange von Nr. 85 verspricht er, später den Gegenstand ausführ- 
licher zu behandeln, ein Versprechen, das er leider nicht mehr hat einlösen können. 

S. 638, Z. 11—15 und 16—18, siehe S. 613 und 607. 
S. 638, Z.15—13 v. u. Bd. I, Abh. V, VII, XXV, S. 425—427. Bd. II, Abh. XIII, 
S. 529—538. 

S. 638, 2.7—1v.u. Abh.XII, 8. 521, Z.1v. u.—522, Z. 8 und die Anm. dazu, 
S.941. Auf der hier betrachteten M, treten drei Scharen von je 00°? Kurven auf, die 
drei gemeinsame infinitesimale vertauschbare Transformationen gestatten. Bei diesen 
Transformationen bleibt auch die Mongesche Gleichung Z.3 v.u. und die zuge- 
hörige partielle Differentialgleichung 1. O. invariant. 
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S. 639, Z.7—9. Über die Oskulationstransformationen vgl. Bd. II, Abh. XV 
(1897), 8. 673, wo Lie auf Z.5f. die Stelle in der Abhandlung „Über Komplexe“ 
anführt, an die er denkt. Siehe ferner Bd. IV, Abh. XI (1898), S. 414f., 649. 

S. 639, Z.10—12. Vgl. Theorie der Trfsgr. Bd. I, Kap.18, S. 310—323, 
Bd. III, Kap. 25, S. 566—575. 


Zu Abhandlung XV, S. 640—688. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—79 ist neu. 

S. 640, Z. 13—16. Siehe Bd. I, II und IIId. Ausg. Was das Abelsche Theorem 
angeht, siehe Bd. II, Abh. X, Bd. VI, Abh. XIII, Bd. II, Abh. XIII, XIV. 

S. 640, Z2.10—6 v.u. Von diesen künftigen Publikationen ist nur Bd. IV, 
Abh. XI (1898) zustandegekommen. 

S. 642, 2.4 v. u.—643, Z.1. Die mit 2?-+ y? multiplizierte linke Seite der 
Gleichung S. 642, Z.1 v. u. ist das Produkt der beiden Faktoren: 


(22 +iyVy@®+y+2)de+(—yzFiey®+y+2)dy+ (+ y’)dz. 

S. 644, 2. 12—14. Das ist der Satz, den Lie auf S. 645, Anm. 1 Klein zu- 
schreibt. 

Die ganze Funktion H ist homogen in dz,dy,dz und ihr Grad in x, y,z ist 
nicht größer als der in dx, dy,dz; außerdem gestattet sie die infinitesimale Trans- 
formation: 

Af=dasl+ayzl+azl 
02 
in den sechs Veränderlichen x, y,2z,dxz,dy,dz. Durch diese Eigenschaften ist sie 
vollständig gekennzeichnet. 

Um das zu beweisen, behandeln wir gleich den Fall des Raumes z,,....x 

von n Dimensionen. Es sei: 
Giesen 0 eu) 


n 


eine ganze Funktion, homogen vom m-ten Grade in dz,,...,dx, und homogen 
vom I-ten Grade (l < m)in &,,..., 2„. Jede Funktion von der Art, um die es sich 
hier handelt, kann ja als eine Summe von solchen Funktionen @ dargestellt werden. 
Nun aber liefert die infinitesimale Transformation, die jetzt 4f entspricht: 


(1) = 26 au 


woraus durch Ausführung der Operation N) x,(0f:Odx,) folgt: 


1 er En 


Surle: Te | 
> Bet on du c odz, x, du. 


u h uv 
Andrerseits wird: 


ee. Be =1ImG = > Baden Zudz,, 


uv 
mithin: 


(2) m+1)G= Se Fre rn (zu di, — zydau), 


uv- 


2 | 
HER v (Zu dx, — Ir dzu) . 
uv 
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Wegen (1) bekommen wir aus (2): 


LES 
pi nr ga, (ad — dm) =0 
uyi 2 


und daraus durch die vorhin benutzte Operation: 


1..28 
0:Gur 


EURIT Fa d—D)Im+1G=0. 


uvit 


Andrerseits ergibt sich aus (2): 


Te 
(= 1) (m =? 1) G — 3 a T, (Tu dx, Fear x,dau) 
uvi 4 
und weiter: 
1. 2G 
(d—D)im— 1) m+1)G= I Pen z, dx, (zu de, — z,dau), 
urit 2 T 
folglich: 
jasen 2G 
(—1)Im(m+1)G Bl Fr a (2, dx, — 2, du) (7, dr, — %,d2)). 
var A T 


Auf diese Weise erkennen wir schließlich, daß G eine ganze homogene Funktion 
l-ten Grades der zu da, — av du wird mit Koeffizienten, die in den dx, ganz und 
homogen vom (m — l)-ten Grade sind. 

Es ist merkwürdig, daß Lie die infinitesimale Transformation Af gar nicht 
erwähnt. Man berücksichtige aber, daß er gern solche Betrachtungen vermied, wie 
man sie anstellen muß, um zu beweisen, daß H durch die angegebenen Eigenschaften 
gekennzeichnet ist. Außerdem gelangt man so offenbar nicht zu der Verallgemeine- 
rung S. 644, Anm. 

S. 644, Z. 21—27. Es sei: 


H=[®,(z, y, 2, de, dy, da). DB," ...., 


wo die ®, ganze und paarweise teilerfremde, in den dx, dy, dz homogene Funktionen 
bezeichnen. Wäre hier zum Beispiel ®, von dz, dy, dz frei, so wäre jede durch einen 
Punkt der Fläche ®, — 0 gehende Gerade eine Integralkurve von H = 0. Diese 
Gleichung würde daher von allen o0* Geraden befriedigt, was unmöglich ist. 

Da H die infinitesimale Transformation Af gestattet, und da die ®, paarweise 
teilerfremd sind, kann man ohne weiteres schließen, daß jedes einzelne ©, die infini- 
tesimale Transformation gestattet. Demnach kann jedes ®, in derselben Form wie H 
dargestellt werden und bestimmt, gleich Null gesetzt, einen Linienkomplex. 

Lie schlägt einen andern Weg ein, der auf folgende Betraehtungen hinaus- 
kommt. Für eine beliebige Gerade z = at+ a,,... wird: 


H(a,b,,bc—ab,...)=[d,(at+a,,..,0,b, a 


und wenn die Gerade die Tangente an eine durch den Punkt a,, b, , c, gehende Inte- 
gralkurve von ®, = 0 ist, hat man: 


D,(a,b1,c,a,b,c)=0. 


Da von den Ausdrücken ®,(a, , bi, cı,a,b,c) (k>]1) im allgemeinen keiner Null 
ist, kann man schließen, daß die nach t genommenen Ableitungen von: 


D,(at+ a,,...,a,b,c) 
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für t— 0 alle verschwinden. Demnach ist dieser Ausdruck selber identisch Null. 
Die Gleichung &,(z, y‚,2,dxz,dy, dz)—= 0 hat somit die betrachtete Gerade zur 
Integralkurve und besitzt überhaupt 00? geradlinige Integralkurven, bestimmt also 
einen Linienkomplex. 

Seine Betrachtungen lassen sich auf den Fall übertragen, daß eine reduzible 
Mongesche Gleichung ®(z, y,2,dz,dy,dz) = 0 00° algebraische Integralkurven 
besitzt. Diese befriedigen dann sicher keine zweite Mongesche Gleichung. Die in 
der Anmerkung zu $. 644 angedeutete Ausdehnung auf den R, bietet sich da- 
her von selbst dar. 

S. 645, Z. 8-6 v. u. In den Gött. Nachr. von 1871 kann ich keine Stelle finden, 
wo der Satz ausgesprochen ist. 

S. 647, 2. 9-6 v.u. Siehe S. 646, Z.1—4 v. 0., 8-6 v.u. 

S. 649, 2.13 v. u. Besser wäre: „in mehrere‘‘, wie in. Satz 6 gesagt wird. 

S. 654,7. 2,1 v. u. Manbeachte, daß dieser Ausnahmefall nachher, am Schlusse 
von Theorem II, 8.655, Z.11—9v. u. tatsächlich berücksichtigt wird. Ein Strahlen- 
system von nullter Ordnung besteht ja aus allen Geraden einer Ebene. 

S. 656f., Nr. 27. Siehe Bd. I, Abh. IX und XI, Bd. II, Abh. I. Allerdings ist 
zu bemerken, daß in diesen Abhandlungen die auf S. 657, Z. 1—4, 5—13 angeführten 
Ergebnisse zwar enthalten sind, aber nicht in dieser knappen und scharfen Form 
ausgesprochen werden. 

S. 657, Z. 5—9. Das wird in Bd. I, Abh. XI noch nicht erwähnt, sondern erst 
in Bd. II, Abh. I, S. 20, 2. 10—23. 

S. 657, 2. 9—13. A. a. O. Z. 24—32. 

S. 657, Z.13—18. Nämlich in 82, S. 667—675. Die angekündigte ‚Ausdeh- 
nung‘ wird in Bd. II, Abh. XI (1898) für gewisse Systeme von Pfaffschen Glei- 
chungen entwickelt. Es ist das die einzige der in Nr. 28 angekündigten „späteren 
Arbeiten‘, die zur Ausführung gekommen ist. Auf sie bezieht sich das $. 657 
2.7—3 v. u. Gesagte. 

S. 657, Z.14—12 v. u. Diese 1877 erschienene Note!) ist ein Wiederabdruck 
einer 1876 im Archive veröffentlichten: Bd. III, Abh. XVII, S. 252ff. 

S. 659, Z. 16f. Weil sie nämlich die einzige Mongesche Gleichung ist, der die 
Kurven k genügen. - 

8.661, Z. 1-3. Aus (8) folgt die von X, Y, Z freie Gleichung: 
f(«,M,N,1:M’:N’)—=0, die unter den gemachten Voraussetzungen identisch 
erfüllt ist. 

S. 661ff., Nr. 35. Vgl. Bd. 1, S. 681. 

S. 665, Z.7 v.u. Das einer Kurve zugeordnete Gebilde muß selbstverständlich 
anders erklärt werden. Vgl. Bd. I, S. 120f., Bd. II, S. 15. 

S. 666, Z. 18—15 v. u. Vgl. Bd. 1, S. 681f. 

S. 667, Z. 12—10 v. u. Täten sie das nämlich nicht, so lägen sie alle auf einer 
Fläche. Eine Fläche aber enthält bloß oo! Kurven, die eine nicht integrable Pfaff- 
sche Gleichung befriedigen. 

S. 668, Z.18—14 v.u. Gemeint ist Bd. IV, Abh. XI. 

S. 668, Z.4-2 v.u. Von gemeinsamen Flächenelementen der beiden Kurven 
zu reden, ist eigentlich unerlaubt, oder wenigstens irreführend. Gemeint sind die 
Flächenelemente von K, mit denen, sobald K’ mit K zusammenfällt, gleichzeitig 
gewisse Flächenelemente von K’ zusammenfallen. Deutlicher ist es, zu sagen, daß 
K oo! ganz bestimmte Flächenelemente enthält, deren jedes mit einem unendlich 
benachbarten Flächenelemente von K’ vereinigt liegt. 

Ist y= Y(z), z2=Z(e«) die Kurve K und: 


y=Yld)+n(@)öt, 2=Z(e)+ Lat 


1) Statt S. 252 ist zu lesen: S. 251. 
61* 


960 Anmerkungen zu Abhandlung XV, S. 668—688 


die Kurve K’, so sind die Flächenelemente von K durch p=Z’— qY’ bestimmt, 
die von K’ durch p=Z’— qY’+ (© —qn’) öt, und die Gleichung: = qn scheidet 
die oo! besprochenen Flächenelemente aus, stellt also den Streifen KK’ dar. 

S. 672, Nr. 53. Siehe Bd. IV, Abh. XI. 

S. 673, 2. 15—25. Vgl. hier Abh. XIV (1897), S. 639, 4. 5—9, sowie Bd. IV, 
Abh. XI (1898), S. 414f., 649. Dort wird auch Bäcklund wieder erwähnt. 

S. 673, Z.4—1 v.u. Wieder ein Hinweis auf Bd. IV, Abh. XI. 

S. 674, Nr. 57. Alles wird durchsichtiger, wenn man wie S. 887 r,s,t durch 
r:u,s:u,t:u ersetzt und dann eine fünfte Größe v einführt, die der Bedingung: 
rt— s?—= uv genügt. Man kann die Größen x, y,2,P,9,r,5,t,u,v als Koordi- 
naten der Elemente 2. ©. betrachten, und es erscheinen nicht bloß die Flächen, 
sondern auch die Kurven und die Punkte als Vereine von oo? Elementen 2.0. 
(Vgl. Engel, Leipz. Ber. 1893: ‚Die höheren Differentialquotienten‘.) Dabei stellt 
sich heraus, daß die Integralkurven der Mongeschen Gleichung f = 0 ein System 
von zwei partiellen Differentialgleichungen 2. O. befriedigen, das in den gewöhn- 
lichen Elementkoordinaten &,y,2,P,q,r,s,t nicht darstellbar ist. Bei der hier 
betrachteten Berührungstransformation geht dieses System über in das von Lie 
besprochene Involutionssystem. Hierdurch wird die Bemerkung auf 2. 22f. ver- 
ständlich. 

Man vgl. die Greifswalder Dissertation von O.Lier, Über Flächenscharen, 
die durch Berührungstransformation in Kurvenscharen überführbar sind. 1909. 

S. 675, 2. 23f. Vgl. Abh. XII, S. 521; XIII, 8. 529—537. 

8.675, Z.11—9 v.u. Siehe $. 657, Nr. 28, S. 668, 2.18—14 v.u., S. 672, 
Nr. 53. 

S. 676, 7. 10—8 v. u. Das Vorwort zu diesem Wiederabdrucke findet man hier 
als Abh. XVI, S. 6891. 

S, 676, Z.2,1 v.u. Diese Vermutung ist offenbar unberechtigt. Es war ein 
dänischer Mathematiker, der zuerst den Wert der Wesselschen Arbeit erkannt 
hatte, man kann es daher den dänischen Mathematikern nicht verdenken, daß sie 
wünschten, der Welt zu zeigen, welcher Schatz in den Schriften der dänischen Aka- 
demie von 1799 verborgen war. Etwas andres wäre es gewesen, wäre ein norwegischer 
Mathematiker der erste gewesen, der Wessels Abhandlung entdeckte. 

S. 677, 2.4—6. Vgl. Bd. I, Abh. VIII (1870), S. 89, 2.3—1 v. u., 8. 663. 

8. 677, 2.9--7 v.u. Bd.I, Abh. III (1869), Kap. VII, VIII, $.46ff. und 
Abh. V (1870). 

8. 678, 2.73 v. u. Bd. I, Abh. XI, 8.129, Bd. II, Abh. I, 8. 24. 

S. 679, 2.13—4 v. u. Vgl. S. 682f., Nr. 71 und Abh. I, S. 24 Anm. 

S. 679f., Nr. 66. Die ältere Arbeit von E.L. Malus ist angeführt Bd. VI, 
S. 903, 2. 16f., später ist noch erschienen: Theorie de la double refraction de la 
lumiere dans les substances cristallisees. Paris 1810. Siehe da 8. 8—12. 

S. 680, 2.6,5 v. u. Siehe S. 673. 

S. 682, 2. 20—23. Der zweite Fall wird in Bd.I, Abh. XT und in Bd. II, 
Abh. I ausführlich behandelt, dagegen gibt Lie nirgends Formeln, die dem ersten 
Falle entsprechen. Um solche zu erhalten, betrachten wir die Tangenten: 


a) [ z = (y+tAa)T— AL, 
\ y—= E24 Y—i% 


der Fläche zweiten Grades: 2— xy. Die Bedingung dafür, daß zwei unendlich 
benachbarte Tangenten einander schneiden, wird: 


(dyy— Ada)(dy+t rd) =. 


Hier kommt aber der erste Faktor nicht in Betracht, weil er, gleich Null gesetzt, 


Abbildung der Tangenten der Fläche: z= xy surAı BR 


auf jeder Tangente nur den Berührungspunkt als Schnitt mit einer unendlich be- 
nachbarten liefert. Setzen wir: 


(2) | =& nen:d, Y=b, 
so erhalten wir den Linienkomplex: 
(3) | 2=(+E)ı—ı, 
gr Pe+%57: | 
dessen Gerade auf die Punkte des Raumes &,n,£ abgebildet werden. Es wird ferner: 
= y—#a+E£n, 
= (y— Part 2in)e—n, 


| N ze+YVay—2, 
t=yYay—2.:+9. 


Den Punkten des Raumes z, y, z entsprechen somit die Geraden (4), das heißt, die 
Geraden des linearen Komplexes: 

(5) dö+Edn ndE=0. 

Die Abbildung ist einzweideutig. Sie kann also nicht herauskommen, wenn man ein- 
deutige Transformationen verlangt (S. 684, 2.15—13 v. u.) 

S. 682f., Nr. 71. Vgl. S. 679, Z2.13—4 v.u. und Abh. I, S. 24, Anm. 

S. 684, 2. 11—13. Vgl. Bd. III, S. 542 und 759, 2. 15—6 v.u. 

S. 684, 2. 25—28. Abh. I, S. 24f., insbesondere S. 25, Z. 11—16. Vgl. auch 
Bd. I, Abh. XI, S. 131, 2. 1—12. 

S. 684f., Nr. 74. F. Schur wird schon in Bd. III, Abh. XXXVIIIa (1885), 
S. 547 erwähnt. Über ihn vgl. Bd. I, S. 674, 7.28—35 und meinen Nachruf auf 
Schur, Jahresbericht der D. M. V., Bd. 45 (1935), S. 3—6. 

Etwas sonderbar ist die Bemerkung, auf S. 684, 2. 9—5 v. u. Für Schur war, 
als er seine Dissertation schrieb, die Liesche Berührungstransformation im wesent- 
lichen nichts anderes als die vorher von Noether gegebene Abbildung des linearen 
Komplexes. Daß bei dieser Berührungstransformation die Haupttangentenkurven 
in die Krümmungslinien übergehen, wußte er wohl aus der Abh. von Klein und Lie, 
Bd.I, Abh.X, aber auf diese Eigenschaft legte er gar kein Gewicht, denn er erwähnt 
sie gar nicht. Er ahnte deshalb wahrscheinlich gar nicht, daß die von ihm aufgestellte 
Transformation die Haupttangentenkurven in die nichteuklidischen Krümmungs- 
linien überführt. Wie hätte er auf den Gedanken kommen sollen, die Darbouxsche 
Transformation mit der seinigen in Verbindung zu setzen, selbst wenn er diese Trans- 
formation kannte, was wohl sehr zweifelhaft ist. 

S. 685, Z. 8—10. Abh. I, S. 24. 

S. 688, 2.5,4 v.u. Leider deutet Lie nirgends an, auf welche Weise er das 
versucht hat. An einer Stelle spricht er allerdings davon, daß seine Berührungs- 
transformation bei der Ausdehnung auf n Dimensionen ihre wesentlichsten Eigen- 
schaften verliert (S. 678, Z.12—15), aber da ist nicht zu ersehen, wie er sich diese 
Ausdehnung gedacht hat. 

S.688, 2.3—1 v. u. Die derivierte Gruppe einer r-gliedrigen Gruppe 
Aıf,...,X,f ist die invariante Untergruppe, die erzeugt wird von den aus allen 
(X,X,) linear ableitbaren infinitesimalen Transformationen (Bd. V, S. 714). Dabei 
ist jedoch zu beachten, daß der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen von 
der Form: 


er Laeur 1 Er pet Id ERRTS 
(A) (Ser, Zeuxt)=3 Saul Xsf 
k j 8 kj 


mithin: 


(4) 
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keine lineare Mannigfaltigkeit von infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
Xıf,...,X,fzu bilden braucht und also nicht notwendig alle infinitesimalen Trans- 
formationen der derivierten Gruppe umfaßt. Die derivierte Gruppe ist daher 
zu erklären als die kleinste Gruppe, in der alle Transformationen von der Form (A) 
enthalten sind. 

Für eine Substitutionengruppe S,,..., S, treten an die Stelle der Transforma- 
tionen (A) die folgenden: 


(B) 58,8,9,718,71 dk=1,...n. 


Ihr Inbegriff ist offenbar in der Gruppe 8, ,..., S, invariant, braucht abernicht mit der 
Gruppe zusammenzufallen und ebensowenig eine Gruppe zu bilden. Der derivierten 
Gruppe von Xıf,...,X,f entspricht nun für die Gruppe $ı,...,S, die kleinste 
Gruppe, in der alle Transformationen (B) enthalten sind. 


Zu Abhandlung XVI, S. 689, 690. 


Man vgl. Abh. XV, S.676, Anm. Der Titel der Wesselschen Abhandlung 
lautet vollständig so: 

Om directionens analytiske betegning, et forseg, anvendt fornemmelig til plane 
og spheriske polygoners oplosning, af Caspar Wessel, Landmaaler. 


Zu Abhandlung XVII, 691—812. 


In Lies handschriftlichem Nachlasse befand sich ein Stoß Manuskripte, dessen 
Umschlag die Aufschrift trug: „Geometrie der Berührungstransformationen. 
Zweiter Band. Die Redaktion angefangen im Mai 1896.“ Da ein beträchtlicher Teil 
der darin enthaltenen Aufzeichnungen nahezu druckfertig war, schien es nicht an- 
gebracht, die Veröffentlichung bis auf die damals noch ganz ungewisse Zeit zu ver- 
schieben, wo die geplante Gesamtausgabe der Lieschen Abhandlungen im Gange 
sein würde. Die Angehörigen Lies stellten deshalb das Manuskript der Teubner- 
schen Verlagsbuchhandlung zur Verfügung. Ich übernahm es, das Ganze für den 
Druck fertig zu machen, hatte mich aber vorher der Zustimmung von G. Scheffers 
versichert, der als Mitherausgeber des ersten Bandes der Geometrie der Berührungs- 
transformationen unbedingt den ersten Anspruch auf die Herausgabe gehabt hätte, 
der aber in höchst dankenswerter Weise zu meinen Gunsten darauf verzichtete. * 

Das Manuskript bestand aus fünf Stößen von zum Teil nur einseitig be- 
schriebenen Foliobogen. In dem ersten war das Kapitel I enthalten, und dieses war 
so gut wie druckfertig. Ich brauchte nur die Nummern der Formeln, der Sätze und 
Theoreme hinzuzufügen und außerdem hie und da die Sprache“zu verbessern. 
Der zweite Stoß enthielt in druckfertiger Bearbeitung, die beiden ersten Para- 
graphen von Kapitel II (S. 740—772) und in vier Folioblättern den Anfang eines 
$ 3, überschrieben: ‚Intermediäre Integralgleichungen der Monge-Ampereschen 
Gleichungen.‘ Da sich aber in dem dritten Stoße eine vorläufige Ausarbeitung über 
die Monge-Ampereschen Gleichungen fand, die ohne einschneidende Änderungen 
für den Druck zurechtgemacht werden konnte, fügte ich diese, in die $$ 3 und 4 
geteilt, dem Kapitel II hinzu (S. 773—791). Auf 8.779, Z.6—780, Z.19 ersetzte ich 
die vorläufige Redaktion durch den vorhin erwähnten Anfang des von Lie geplanten 
$3. Außerdem verwertete ich noch einige in dem vierten Stoße enthaltene Auf- 
zeichnungen (auf 8.789, 2.20 v.u.—791, 2.13). Da es doch ganz ungewiß war, 
welche Anordnung Lie diesem Stoffe bei der endgültigen Ausarbeitung gegeben 
haben würde, schien mir dieses Verfahren das einzig mögliche. 
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Außer der erwähnten vorläufigen Ausarbeitung über die Monge-Ampeöre- 
schen Gleichungen enthielt der dritte Stoß noch vielerlei. Erstens eine vorläufige 
Ausarbeitung von Kapitel I, die ganz unberücksichtigt bleiben konnte. Zweitens 
auf 31 Folioseiten eine vorläufige Redaktion eines Kapitels III, die ich, nur im ein- 
zelnen etwas näher ausgeführt, als Kapitel III abdrucken ließ. Drittens 16 Folio- 
seiten mit Entwickelungen, die das vierte Kapitel bilden sollten und die sich auf den 
tetraedralen Komplex bezogen. Ich ließ diese zum Teil nur angedeuteten Be- 
trachtungen nicht mit abdrucken, weil in Lies Nachlasse noch andere ausgedehnte 
Aufzeichnungen über den behandelten Gegenstand enthalten sind. Es schien mir 
besser, daß diese Untersuchungen später alle zusammen veröffentlicht würden. Dazu 
kamen endlich viertens 19 Folioseiten über infinitesimale Berührungstransformationen 
und über Monge-Amperesche Gleichungen, die infinitesimale Transformationen 
gestatten, alles zu skizzenhaft, als daß es angebracht gewesen wäre, es zu veröffent- 
lichen, ohne vorher den übrigen Nachlaß durchforscht zu haben. 

Der vierte Stoß enthielt 55 Seiten des verschiedensten Inhalts, zum Teil erste 
ganz vorläufige Aufzeichnungen für die Kapitel I III. Einige wenige daraus 
konnte ich verwerten, um die Darstellung in Kapitel IT und III an einzelnen Stellen 
zu ergänzen. Der fünfte Stoß enthielt nur ein Blatt mit Auszügen aus älteren Briefen 
A.Mayers an Lie. Außer den fünf Stößen waren noch lose Blätter vorhanden mit 
nicht verwertbaren Rechnungen. 

Bei den Abschnitten, die Lie selbst noch nicht in druckfertiger Fassung nieder- 
geschrieben hatte, bemühte ich mich, die zum Teil recht knappe Darstellung des 
Manuskripts so zu gestalten, daß alles möglichst leicht verständlich würde. Zusätze, 
die ich zu diesem Zwecke für nötig hielt, und die nicht bloß eine nähere Ausführung 
des von Lie ausdrücklich Gesagten waren, wurden durch Einschließen in Klammern 
kenntlich gemacht. 

Meine Bearbeitung erschien 1904 in Bd. LIX der Mathematischen Annalen, 
zugleich auch noch besonders, in Buchform. Der jetzige Abdruck ist nur in Kleinig- 
keiten verändert. Jedes der drei Kapitel ist aber nunmehr noch in Nummern ein- 
geteilt. 

S.695, Z.12—15. Bestände nämlich zwischen X, Y,Z, P,Q keine solche 
Relation, so könnte man für jedes Wertsystem x, y,2,P»4 die Differentiale dz,... 
so wählen, daß dX und dY identisch verschwänden, dZ aber nicht. 

S. 708, Z. 18—21. Siehe Kapitel III. 

S.709, Z2.2,1 v.u. S. 69. 

S, 714f., Beispiel 2. Setzt man: 


wen. ep 97% 


so erhält man Gleichungen, die mit denen auf 3.25 von Abh. I übereinstimmen. 
Die jetzigen Formeln sind dieselben, die in Bd. I der G.d. BT. auf S. 445 auftreten. 

$. 715, Beispiel 3. Vgl. Bd. VI, Abh. XXIII (1895), S. 605 und 898. 

S. 716, 2. 17—19. Vgl. S. 794. 

S, 718, Z.10,9 v.u. Nämlich $2 und 3, mit Hinzunahme der Punkttrans- 
formationen. 

8,722, Z.7f. Sonst bestände ja eine Relation zwischen X,Y,Z. 

$.723, Z2.13—11 v.u. Die oo! Gleichungen F= a umfassen dann alle 00° 
Elemente. 

8.728, Z.15,14 v.u. In Bd.I der G.d. BT. wird das nirgends erwähnt. 
Man sehe Lagrange, Lecons sur le caleul des fonctions, 2. Aufl. 1806, $. 379. 
@Euvres Bd. X (1884), 8. 344. 2.8—2 v.u. 

S.733, Z.6—4 v.u. Die dritte Weise besteht wohl darin, daß man 2, y,2 
und z,, Yı, 2 als Koordinaten in einem ganz beliebigen Koordinatensystem deutet. 
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S. 742—745. Führt man wie auf 8.887 an Stelle von r,s,t fünf homogene 
Größen r, s,t,u,vein, die durch die Relation rt — s? — uv verknüpft sind, so sind 
diese Größen proportional den zweireihigen Determinanten, die aus der Matrix: 


dz dy dp dq| 
öz öy Öp ög, 


gebildet werden können. Dabei sind s+da,...,2+dzundzs+ öz2,...,2+ ö2 
zwei dem Elemente z,y,2,p,q unendlich benachbarte und mit diesem vereinigt 
liegende Elemente, es ist also: 


dz— pdze—qdy=0, 62 — pörx—qgöy=0. 
Außerdem besteht noch die Gleichung: 
dzöp — dpöc-+ dyögq—dgqöy=0, 


die zusammen mit den beiden vorhergehenden ein bei allen Berührungstrans- 
formationen invariantes System bildet. Es liegt nun auf der Hand, daß die zwei- 
reihigen Determinanten jener Matrix bei jeder Berührungstransformation (1) linear 
und homogen transformiert werden, wenn man diese auf einen beliebigen Verein 
von 00° Elementen anwendet. Das Bestehen von Transformationsgleichungen von 
der Gestalt (6’) ergibt sich somit ohne jede Rechnung. Zugleich folgt sofort auch 
der Satz 18, S. 746. 

Auch die folgenden Entwickelungen S. 746—753, 756f. vereinfachen sich 
wesentlich. Man muß nur beachten, daß u — 0 die Differentialgleichung aller Kurven 
ist, v = 0 die aller abwickelbaren Flächen, daß die Punkte durch die Gleichungen: 
r=s=t=u= 0 definiert werden, die Ebenen durch: r =s —-—1—=9—0. 

8.753, 2.8—13. Siehe z.B. G.d.BT. Bd. I, $. 570£. 

S. 757—772, $2. Hier setzt Lie auseinander, auf welchem Wege er, seit er 
angefangen hatte, sich mit partiellen Differentialgleichungen zu beschäftigen, auch 
für partielle Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung das Vorhanden- 
sein von Integralkurven und Integralpunkten feststellte. Bei Betrachtung der 
Gleichungen 1. O. hatte er durch Einführung der Begriffe Element und Element- 
verein die volle Gleichberechtigung zwischen Flächen, Kurven und Punkten her- 
gestellt. Jeder Integralverein konnte eine Fläche, eine Kurve oder ein Punkt sein. 
Dagegen scheint er merkwürdigerweise nicht ernstlich versucht zu haben, für die 
Gleichungen zweiter und höherer Ordnung das Entsprechende zu leisten. Er hat sich 
da, so lange er lebte, mit den Ersatzmitteln beholfen, die er hier in $2 auseinander- 
setzt, und die darauf beruhen, daß jede Kurve und ebenso jeder Punkt durch eine 
geeignete Berührungstransformation in eine Fläche übergeführt werden kann. 

Auch in diesem Falle, wie fast überall sonst, konnte sich Lie nicht entschließen, 
eine Verbesserung seiner Theorien, die von einem anderen stammte, zu übernehmen. 
Er wollte um jeden Preis mit den von ihm selbst erdachten Hilfsmitteln auskommen, 
ohne sich darum zu kümmern, daß seine Entwickelungen auf diese Weise zuweilen 
etwas höchst Unbefriedigendes bekamen. Ich hatte bereits 1893 in den Leipziger 
Berichten in der Arbeit: ‚Die höheren Differentialquotienten‘ gezeigt, wie sich der 
Begriff des Elementes 2.0. so erweitern läßt, daß auch Kurven und Punkte als 
Vereine von Elementen 2. O. aufgefaßt werden können. Dadurch war ich imstande, 
jeder partiellen Differentialgleichung 2. ©. unmittelbar anzusehen, ob und welche 
Integralkurven und Integralpunkte sie besitzt. Dabei darf ich nicht verschweigen, 
daß ich zu Versuchen in dieser Richtung, wenn ich mich nicht irre, schon 1884 von 
F. Klein angeregt worden war, der von jeher, seit ihm durch Lie der Begriff des 
Elementes 1. O. geläufig geworden war, das Bedürfnis empfunden hatte, dem Ele- 
mente 2. O. in ähnlicher Weise eine einfache Figur als Vertreter zuzuordnen. Meine 
Arbeit, die allerdings in einer andern Richtung ging, lag damals, als Lie den $2 


Integralpunkte u. Integralkurven bei partiellen Differentialgl. höherer 0. 965 


niederschrieb, seit zwei Jahren im Drucke vor. Trotzdem konnte er sich nicht ent- 
schließen, sie zu verwerten, ja er erwähnt sie nicht einmal. 

S. 759, Z2.17,16 v.u. Da durch jeden Punkt des Raumes oo? Kurven der 
Schar gehen, die mindestens oo! verschiedene Tangenten ‘haben, befriedigen die 
oo4 Kurven, als Elementvereine aufgefaßt, keine partielle Differentialgleichung 1.0. 

S. 760, Satz 22. Daß Lie diesen Satz ausspricht, ist etwas befremdlich, denn 
die beiden Differentialgleichungen ziehen ja die Gleichung: 1: (rt — s?)= 0 
nach sich. 

S. 765, Z. 6—12. Bd. III, Abh. VIII. Das Versprechen auf Z. 12 ist nicht ein- 
gelöst worden. 

S. 765, Nr. 27. Imschenetskys Arbeit hat den Titel: „‚Etude sur les möthodes 
d’int6gration des &quations aux deriv6es partielles du second ordre d’une fonction 
de deux variables ind&pendantes.‘‘ Grunerts Archiv Bd. 54, S. 209—360. Siehe ins- 
besondere $. 336—341 und 357, oder S. 128—133 und 149 des Sonderabdrucks. 

$.768, Z.13,12 v.u. Daß hier fünf Funktionaldeterminanten angeführt 
werden, liegt daran, daß in den Gleichungen (3), (4) auf S. 744 zwei verschieden 
aussehende Darstellungen für s, vorliegen. Es ist deshalb: 


PX PR. 0.5, 0,7, 


S. 771, Z,11f. Siehe S. 784, Satz 29. 

S. 771, Z.14,13 v.u. Das geschieht nachher auf S. 772, in Nr. 35. 

S. 774, 2.19—21. Es befriedigt ja zwei Gleichungen zwischen u, v, w und also 
eine Gleichung von der Form #(u,v) = 0. 

S. 774, 7.1 v.u. Auch hier stände besser: d(u,v) =. 

S. 779, 2.11,10 v. u. Das hat Lie nicht ausgeführt. 

S. 779—783, Nr. 47—50. Vgl. Bd. III, S. 619—622. 

S.782, Z.1 v.u.— 783, 2.1. Der Zusatz ist gemacht, um den Fall auszu- 
schließen, daß u eine Lösung von (27) ist, und v eine von (28). 

S,783, Z.3—1 v.u. Erinnert man sich des auf S. 964 Gesagten, so erkennt 
man, daß die Gleichung (31) linear und homogen wird in den dort erwähnten zwei- 
reihigen Determinanten, daß sie also für jedes Element x, y, 2, p,q einen linearen 
Komplex darstellt. Da nun jede Berührungstransformation jene Determinanten 
linear und homogen transformiert, und zwar so, daß der lineare Komplex 
dzöp—dpöz-+ dyögq—dqöy— 0 invariant bleibt, so liegt auf der Hand, 
daß sich G, und G nur um einen Faktor unterscheiden. 

S. 786, Schluß von Nr. 53. Vgl. Abh. I, S. 9f. 

S. 788f., Nr. 57. Soll die Monge-Amperesche Gleichung mit dem inter- 
mediären Integrale p(u,v) = 0 in r,s,t linear und homogen sein, so müssen die 
beiden Gleichungen: 


UpVg ARE Ugd, —0 ’ (u, Fr pP u,) (v, Tr qv,) GIE (u, u: qu,) (d%, Ei pP v,) —0 


identisch bestehen. Ist nun keine der Funktionen u,v von p und q beiden frei, so 
sagt die erste dieser Bedingungen aus, daß v die Form hat: 


v= w(T,y,2,Uu), 
die zweite, daß: 
v= Q(zp+ yq—2,P,9,Uu). 


Da p,q, 2p + yq—-z als Ebenenkoordinaten gedeutet werden können, bestimmen 
die Gleichungen u=a,v—b, wenn man a und b beliebig wählt, oo? Flächen- 
elemente, deren Punkte x, y,z auf der Fläche b= w(z, y,z, a) liegen, und deren 
Ebenen eine gewisse Fläche berühren, die in Ebenenkoordinaten durch die Gleichung: 
b= Q(zp+ yq—2,p,q,a) dargestellt wird. 

“ 
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Die von Lie angegebene Konstruktion liefert also alle linearen homogenen 
Gleichungen 2. O. mit einem Integrale 2 (u, v) = 0, bei dem keine der beiden Funk- 
tionen u, v von p und q beiden frei ist. Man muß nur die Forderung hinzufügen, daß 
die Flächen Y = 0 nicht abwickelbar sein dürfen. 

Ist andererseits u von p und q frei, v aber nicht, so muß v ebenfalls die an- 
gegebene Form haben. In diesem Falle bestimmen die Gleichungen u=a,v—=b 
bei beliebiger Wahl von a,b eine Schar von 00% Flächenelementen, deren Punkte 
auf der Fläche u(z, y,z) = a liegen und deren Ebenen die Gleichung b = R(zep+ 
—+ yq—2,P, 9, a) befriedigen. Man hat sich also dann oo! Flächen ® (x, y,2,a) = 0 
gegeben zu denken und deren jeder oo!nichtabwickelbare Flächen P(z,y,2,0,b)=0 
zuzuordnen. 

S. 791, Z.14—16. In der Handschrift steht nur Kapitel III, die Überschrift 
fehlt. 

S. 792, Nr. 2. Vgl. Bd. I, Abh. XI, S.119, Anm. und Bd. II, Abh. I, S. 14, Anm. 

S. 795, 2.15, 16. Das ist allerdings nicht geschehen. Gemeint sind die Fälle, 
daß eine der beiden Kurvenscharen ihren Raum nicht ausfüllt, also auf einer Fläche 
liegt, oder daß die eine der beiden Kurvenscharen bloß oo? verschiedene Kurven 
enthält, was dann auch von der zweiten gilt. Vgl. S. 715£. 

S. 799, 2.12, 11 v.u. Der Bereich, der hier betrachtet wird, ist nicht die Um- 
gebung eines Punktes im gewöhnlichen Sinne, sondern die Umgebung eines Linien- 
elementes, also der Inbegriff aller Linienelemente, deren Koordinaten sich von den 
Koordinaten eines bestimmten Linienelementes um Größen unterscheiden, deren 
absolute Beträge unter einer bestimmten Grenze bleiben. 

S. 800, 2.8. Der Bereich besteht aus allen Flächenelementen, die in einer ge- 
wissen Umgebung eines bestimmten Flächenelementes liegen. 

S.801, Schluß von Nr.17. Man findet diese Erweiterung auch in Bd. IV, 
Abh. X (1898). 

S. 801f., Nr. 18. In dem vierten Stoße, der eine Menge noch nicht zusammen- 
hängend verarbeiteter Aufzeichnungen enthält, spricht Lie den Satz aus: 

„Wenn eine Fläche, die in dem Punkte P den zugeordneten Elementarkegel 
berührt, in P auch nur eine einzige durch P gehende Integralkurve I der Monge- 
schen Gleichung oskuliert, so oskuliert sie alle Integralkurven, die in P die Kurve I 
berühren.“ 

Um die Tragweite dieses Satzes festzustellen, betrachten wir eine Monge- 
sche Gleichung: 2’= w(z, y,2, y') und eine Fläche: z = f(x, y), diein dem Punkte: 
= 1, Y= Yo, 2 = f(%, %) = %» den zugehörigen Mongeschen Kegel berührt. 
Dann sind in diesem Punkte die beiden Gleichungen: 


(A) fer yfy=o(s, Y,2, y), > By 


mit einander verträglich und besitzen eine gemeinsame Lösung: y’ = y,, für die 
sich ergeben möge: Br 


I (8, Yo» 20» Yo ©) Zr 20 . 


Es sei ferner: y= g(&), z=x(z) eine durch den Punkt zu, Y, 20 gehende 
Integralkurve der Mongeschen Gleichung, die von der Fläche berührt wird. 
Dann ist: 


x (zJ= w(t,p(X), x), p'(a)), 
ferner ist: @(2,) = Yo, X (20) = % und, wenn wir 
Pa) =Yy, X (m)? 
setzen, wird für 2 = u, y= y: 


Fi (X, Yo» 20» Y=-ht Yfy- 
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Soll nun die Fläche die Kurve oskulieren, so müssen die Werte y” = p”(x,), 
2” = y” (z,) für = ©, y= y, die Gleichung: 


(B) u PP 2ylaut Yılıt y"fy 
befriedigen. Dabei ist für 2 = ., y=- y,2=2, y=Y: 
!=o0,+Yyo,+20o,+ Yo. 


Befriedigt daher das Wertsystem z,, Yo, 20, y' die Gleichung ®,, = f, nicht, so ist 
y"= 9" (x,) durch unsere Forderung vollständig bestimmt, und es ist keineswegs so, 
daß jede Integralkurve der Mongeschen Gleichung, die die Kurve y= o(z), 
z2=yx(z2) in dem Punkte z,, 0,2 berührt, unsere Fläche z=f(z,y) oskuliert. 
Genügt dagegen das Wertsystem z,, Yo, 20, y' der Gleichung: &,, = f,, fällt es also 
mit dem Wertsysteme &,, Yo, 20, % zusammen, so wird unter der gemachten Vor- 
aussetzung für = u, y= ww, 2 = 2%: 


et 2Yyofau + File FR 78: N Yo @y+ 20 &,; 


und es ergibt sich für 4” keine Beschränkung, sobald die Gleichung (B) auch nur für 
eine einzige Integralkurve der Mongesche Gleichung erfüllt ist. 

Der Liesche Satz muß also folgendermaßen gefaßt werden: 

„Wenn eine Fläche, die in dem Punkte P den zugeordneten Elementarkegel 
in der Erzeugenden E berührt, unter den Integralkurven der Mongeschen Glei- 
chung, die durch P gehen und dort E zur Tangente haben, nur eine einzige oskuliert, 
so oskuliert sie zugleich alle anderen.“ 

Aus diesem Satze folgt, wie Lie selbst a.a. ©. bemerkt, der Satz S. 802, 2.4—6, 
der allerdings auch noch vervollständigt werden muß, indem man etwa sagt: so 
oskuliert sie jede Integralkurve der Mongeschen Gleichung, „die durch einen ihrer 
Punkte geht und in diesem die die Fläche berührende Erzeugende des Mongeschen 
Kegels zur Tangente hat“. 

Endlich können wir auch auf den Satz 801, Z.3 v.u.—802, Z.2 eingehen: 
Ist nämlich: y= p(z), 2=x(x) die auf der Fläche liegende Integralkurve, so ist: 


X (2)= w(2, p(2),4(8),9' (0), x(e)= f(z,p(2)), 


ferner sind die Gleichungen (A), wenn man y—= (x), 2—= x(z) setzt, für alle Werte 
von & verträglich und haben eine gemeinsame Lösung: y’—= y(x), die dann offenbar 
auch die Gleichung: 


lat 2 Yu t Vu = + Yo,+ ©(X, y,2, y')o, 


befriedigt. Nach dem Lieschen Satze oskuliert daher die Fläche jede Integralkurve, 
die durch den Punkt x, y = p(z),z= xy(x) geht und deren Tangente in diesem die 
Richtungskoeffizienten y’—= y(2), = f,+ y(z)f, besitzt. Soll sie jede die Kurve 
y=_P(2), 2=yx(r) berührende Integralkurve oskulieren, so muß y(z)= eo (r) 
sein, was keineswegs der Fall zu sein braucht. Der hier besprochene Satz von Lie 
muß daher genauer so gefaßt werden: 

„Berührt eine Fläche in jedem Punkte einer auf ihr liegenden Integralkurve den 
zugehörigen Elementarkegel und zwar in einer Erzeugenden, die zugleich Tangente 
an die Integralkurve ist, so oskuliert sie jede Integralkurve, welche die auf ihr 
liegende Integralkurve berührt.“ 

S. 802, Nr. 19. Vgl. Bd. I, Abh. XI, S. 113, 678, Bd. II, Abh. I, S. 9, 855. 

i 8.803, 2.12—10 v.u. Vgl. Bd.I, Abh. XII, S.173, 702f., Bd. II, Abh. I, 
.73. 

S. 805f., Nr. 24. Vgl. Abh. I, S.19, Z.8—6 v.u., 859. 

8. 811f., $7. Vgl. Bd. II, Abh. XIV (1897), S.639, Anm., Abh. XV (1897), 
S. 673. Bd. IV, Abh. XI (1898), S. 414f., 649. 


Verzeichnis der Briefe und Schriftstücke, 
auf die Bezug genommen wird. 


I. Briefe von Lie. 


An G.Darboux: Okt. 1871: 869. 
Ende 1871: 870. 
April 1887: 938. 
An F. Klein: 1878: 914, 936. 
1883: 931f. 
1884: 932. 
An H. Weber: 1892: 943. 


II. Briefe an Lie. 
Von G.Darboux: Sept. 1871: 858,897, 
899. 
9.12. 1871: 869,890, 
900%. 


Von F. Klein: 25. 
29. 
29, 
14. 
16.1 
19. 


21.9, 
Von L. Henneberg: 


HOo@-Äwm 


. 1871: 861. 


1871: 898. 
1871: 896, 900. 
1871: 895. 


. 1871: 866. 
.u. 18.5. 1882: 


1883: 931. 
1877 und 1878: 
912. 


III. Handschriftliches von Lie: 
913, 919, 920. 962. 966. 


Sachregister.?) 


Abelsche Integrale charakterisiert 
durch analytische, nicht algebraische 
Eigenschaften XIII, 541. 

Abelsches Theorem X, 482£.; XI, 
485; XIII, 528, 539f. Es liefert oo"? 
Flächen mit zwei Paaren von Trans- 
lationserz. 540f. und das sind alle 
derart. Fl. 541f., 577f.; XIV, 580, 
609; XV, 640. 

*Ableitungen 2. O. Homogene Koor- 
dinaten der A. 2. O. 887, 964. 

Ähnlich. Flächen, d. auf unendl. viele 
Weisen mit sich selbst ähnl. I, 65, 
7.20 ff.; IV, 283. 

Aequatio directrix I, 1, 16, XVII, 
805. 

Amperesche Trf. I, 14, 23 (Bd. I, 683). 
Ihre Verallg. 24 Anm. Vgl. Euler- 
sche Trf. 

Apsidaltransformation XVII, 715 
(Bd. VI, 605, 898). 

Assoziierte Flächenelemente I, 18 
Anm., 859. 

Asymptotenkegel,s. Minimalflächen. 

Axiome, die Helmholtzschen V, 
375£.; VII, 417,431, 441; VIII, 475. — 
Sie ziehen d. Gruppeneig. nach sich 
V, 377. Gruppen, d. d. Ax. genügen 
377£. Lie zieht andere Ax. vor 378, 
d. ein quadr. Bogenel. liefern 379 
und die eukl. u. d. nichteukl. Bew. 
charakterisieren VI, 381ff. Ax.: Der 
R, hat oo**t! Kugeln 932. — Ax. zur 
Kennzeichn. der Gr. d. Bew. VII, 
416f.; d. Bew. bilden e. Gruppe 418, 
diese ist sechsgl., mit paarw. inv. u. 
inf. Trf. 418f. Vgl. Gruppe. — Die 
Ges, bei der 2 Punkte 1 und nur 
1 Inv. haben 421—423. Begriffl. Sinn 


des gefund. Kriteriums 423f., andere 
Formulierung 424f. Die Pseudokugeln 
m. d. Mittelp. z,, Yı, 2, erfüllen zwei 
lin. p. Dgl.1.O.,d. nicht von z,, Yı > 2ı 
unabh. 425f. Sie erf. keine von 
X, Yı, 2ı freie lin. p. D. 426f. Die G, 
enthält nie zwei inf. Trf. mit denselben 
Bahnk. 427f. Eine etw. inv. Schar 
von oo! Fl. wird dreigl. transf. 428 
bis 430. Die primitiven Gr. 431f. Jede 
impr. Gr. läßt eine Schar von oo? 
Kurven inv., die 6-gl. od. 5-gl. transf. 
wird 432. Die möglichen Fälle 
433f. D. Kurvensch. 6-gl. trf. 434 bis 
446. Man erhält u.a. einmal erweit. 
proj. Gr. d. Ebene, d. aber nicht in 
Betr. kommen 437{f., 443. Zwei systa- 
tische Gr. 439f., 445f. D. Kurvensch. 
5-gl. transf. 446—454. Zwei systat. 
Gr. 450£., 453f. D. eine enth. i. d. 
Umg. e. Punktes v. allg. Lage eine 
inf. Trf. 2. O. 453f. D. 4 gefd. Gr. alle 
systatisch 455. Durchführ. d. Unter- 
such. f. reelle Gr. 455—465. Tafel d. 
Gr. 466. Soll d. freie Bewegl. aus- 
nahmelos gelten, so schneller zum 
Ziele 467f. Kowalewski hat den 
R, u. R, erledigt 934. — Veronese 
über Lies Ax. VIII, 469. de Tillys 
Ax. 470—472. F. Klein, 472—474, 
Lindemann 474f. 


Berührung, s. Kugel u. Geradenkugel- 
trf. 

Berührungsbedingung bei 00° Kur- 
ven der Ebene XVII, 807, 808. 
Berührungstransformation. Best. 
aller BT. des R, I, 15—17. Eine BT. 
ist bestimmt, wenn man oo? Flächen 


1) Die kursiv gesetzten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 
Stichwörter, die nur in den Anmerkungen vorkommen, sind mit einem * versehen. 
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von R oo% Fl., Kurven od. Punkte von 
r zuordnet 16 (Bd.I, 650f., 861f.). 
Ebenso im R,, 16 Anm. BT. best. deh. 
2 Kurvenkomplexe in R und r,d. 
den Punkten zugeordnet. Im Allg. 
entspr. einander d. zu den Kurven- 
komplexen gehörigen p. Del. 1. O. 
18f. Ausnahme 20f. 


BT best. dch.2 Gl.inz, y,2,X, Y,Z 
XV, 657ff. In jedem Raume ein Kur- 
venkomplex, der eine Mongesche 
Gl. befr., d. Schnittbed. der Kom- 
plexkurven im anderen Raume 656 bis 
660. Entspr. zwischen d. Integralk. 
u. d. Linienel. der Mongeschen Gl. 
660—663. Hat man in jedem Raume 
00° Kurven, so sind beide Räume aus- 
gefüllt 664 Anm. Hat man in dem 
einen Raume oo? Kurven, die den 
Raum ausfüllen, so auch im anderen 
663f. Man hat eine BT. zwischen den 
Integralk. d. beiden Mongeschen Gl. 
664f.,aber auch eine BT. zwischen den 
Flächen, Kurven u. Punkten u. eine 
Trf. der Flächenel. 665f. Die Grad- 
zahlen der Mongeschen Gl. bestim- 
men die Vieldeut.d. Trf.der Flächenel. 
666. Es kann Flächenel. geben, deren 
jedem oo! im andern Raume entspr., 
dann ist d. eine M-sche Gl. eine 
Pfaffsche, d. nicht integrabel od. 
integr. sein kann 667. Konstr. von 00° 
Integralk. der Pf-schen Gl., d. den 
Raum ausf. 667. Den 00°? Flächenel. 
d. Pf-schen Gl. entspr. im andern 
Raume je oot, also im Allg. oo#, d. 
part. Dgl. 1.0. der M-schen Gl. des 
andern Rs. 668—670. Integrationsth. 
dieser Gl. 668, 672. Hat man in 
jedem R. e. Pf.-sche Gl., so beide in- 
tegrabel 672f. Wann besteht ein Kur- 
venkomplex aus d. char. Kurven einer 
p. D. 1.0. 673. Drei BT. hervor- 
gegangen aus der imag. Dualität d. 
Ebene XV, 677£. 

Defin. d. BT. des R, XVII, 694f. Ein- 
theilung in 3 Klassen 695. Die Punkte 
gehen in Flächen über 696—701. 
Wann bestimmt 2=0 eine BT. 
701—705. Beispiele 705f. Die Punkte 
in Kurven 707—710. Wann best. 
26. 0 0 = one BE 710 
bis 714. Beispiele 714f. Die Klassif. 
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hängt ab von den benutzten Koord. 
717£. 

Ordnet man d. Punkten 00% Vereine 
zu, die alle 00° Elemente umfassen, . 
so ist eine BT. best., und so erhält man 
alle BT. 718—723. Wann best. 3 Gl. 
&ı=X,... eine BT. 725. D. Defini- 
tionsgl. der BT. 728—732. Verschie- 
dene Deutungen einer BT. 732 bis 
740. Die Anwendbarkeit der BT. auf 
alle geom. Gebilde 7401. 

Die Ableitungen 2.0. bei einer BT. 
742— 746, 964. Diffgl. der Flächen, d. 
in Kurven oder Zylinderfl. übergehen 
746f. Die Punkttrf. 748f. Zu jeder 
wirkl. BT. gehört eine Monge-Am- 
peresche Gl. 750—752. 


Die BT., die d. Punkte in Kurven 
überf. 791. Polare Beziehung zwischen 
zwei Kurvenkomplexen und deren 
Mongeschen Gl. 793—800. Die p. 
Dgl. 1. O., die zu d. M-schen Gl. ge- 
hören 804f. Von den beiden M-schen 
Gl. ist eine linear 806f. Sind beide 
lin., so sind sie integrabel 809—811. 
BT. mit nur einer äqu. dir. 805f. — 
Eindeutige (algebr.) BT. des R, I, 
20; XV, 678; XVII, 810. Infin. BT. 
IV, 351 Anm. — Vgl. Minimalfl., 
Differentialgl. 


Beweglichkeit freie, nach Helm- 


holtz V, 375£., 377, im Infin. nach 
Lie 378, bei reellen Gr. ausnahmelos i. 
d. ganz. Ebene VI, 383f., nicht aus- 
nahmelos 384—386. Im R, 386, die 
betr. Gruppen 386—390, sie sind 
primitiv u. lassen e. M-sche Gl. 2. Gr. 
inv., also auch Differentialausdr. 2. Gr. 
388. Die reellen proj. Gr. 397f. Ent- 
spr. für R, 398—402, für R, 402 bis 
406. Freie Bew. ı. Rremann-Helm- 
holtzschen Sinne VII, 416. D. Inv. v. 
q Punkten ausdrückbar dch. d. v. 
Punktepaaren 417 Anm. 


Bewegungen, Gruppe der I, 119. 


D. eukl. u. nichteukl. Bew. V, 375f.; 
VI, 390, 401, 404. Unendl. kl. Bew. 
V, 376. Unbegründete Vorauss. von 
Helmholtz 376f.; VII, 453f. 


Bewegungsinvarianten XII, 523f., 


b.d. Gr. d. nichteukl. Bew. 524. 


Biegung s. Minimalfl. 


Berührungstransformation bis Differentialgleichungen 971 


Björlingsches Problem III, 219, 222f., 
912. Besondere Fälle 224f. 

Bogenelement, quadr., mit konf. 
inf. Trf. IV, 281. Liesches B. 
(y+® (e))dzdy 287. Liouvillesches 
289f., 357. Reelle Fl. mit Lieschem 
B. 341f., 926. 

Bonnetsche Biegung s. Minimalfl., B. 
rezipr. Trf. I, 39, 43f., 46 Anm., 867. 

Boole, s. Flächenkomplex. 

Brennflächen u. -kurven eines Strah- 
lensyst. XVII, 737. Brennfläche einer 
Kurvenkongruenz I, 14. 

Brennpunkt s. Minimalfl. 


Cartesische Geometrie, enthält zwei 
Willkürlichkeiten I, 6. 

Cayleysche Linienfl. 3.0. II, 147 
Anm., XIII, 534. 

Charakteristiken s. Diffgl. 

Const.—0, ein spezieller lin. Kom- 
plex oder eine Gerade I, 32, 40, 865 
(Bd. I, 690). Die Linientrf., bei denen 
Const. — 0 inv. bleibt, und die ent- 
spr.in R: I, 46. 


Darbouxsche PT. XV, 684 (Bd. III, 
542, 759). Darboux-Moutardsches 
Orthogonalsyst., s. Orth. 

Definitionsgl. der BT. XVII, 729. 

Derivierte Gruppe, ihr Analogon i. d. 
Substitutionenth. XV, 688, 961f. 

Developpable Flächen im R, XIV, 
600. Devel. M, im R, 601f. Der Kegel 
ihrer Haupttg. 602f. Siehe Minimalfl., 
Translationsfl. 

Developpable mit 2 algebr. Mini- 
malk., ist d. Evolute einer alg. Raumk. 
III, 242. Devel. umgeschr. einer 
Raumk. u. dem Pseudokugelkreise 
XI, 498. Vgl. Minfl., Trlfl. 

Differentialgleichungen, partielle 
1.0. in z,y,z nach Monge I, 8f. 
Ihre Charakteristiken nach La- 
grange u. Monge 9. Als sing. Inte- 
gral einer p. Dgl. 2.0. 10. Definiert 
mit Hilfe eines Kurvenkomplexes 
9f., 854f. Wann bildet ein Kurven- 
komplex d. Charakt. einer p. Dgl. 
3:0.2 XV, 633, Part. Dgl.1.0.D,,. 
Die Charakt. sind Haupttgk. a. den 
Integralfl. I, 49—52 (Bd. I, 697). D,, 
mit oo? geradl. Integralfl. 84 Anm. 


Part. Dgl. 1.0. D,.. Die Charakt. 
Krümmungsl. 52—55. Sinnliche Vor- 
stellung 68. Die Form der Gl. 68f. 
Die Trajektorienkurve 70. Alle li- 
nearen D,, 84 Anm. Part. Dgl. 1. O. 
D,.: Die Charakt. geod. Linien 56 
bis 60. Form der Gl. 59. Übergang 
von D,, zu D,, 54, von D,, zu D,, 60, 
von D, zu D,, 56f., 880£. Übertra- 
gung auf Gl.n. O. 57. Dgl. d. Flächen, 
deren Normalen e. Linienkompl. an- 
geh. 65f., 877. Wenn der Kompl. e. 
inf. Trf. gest. 66, 8781. 

Part. Dgl. 2. O., d. zu einem Kurven- 
komplexe gehört 9f., 855—858. Dgl. 
D,, 70, ihre Form 72f. Verallg. 73 
Anm., 882, erste Integrale 74—76, 
886. Dgl. D), 70, ihre Form u.1. In- 
tegrale 76 (Bd. I, 704f.) Dgl. DY, 71, 
78 (Bd.I, 705f.), 1. Integrale 80 bis 
82. Dgl. D), 71, 80, ihre Form 96. 
Flächen, d. eine Schar Kugeln unter 
geg. Wink.schn. 83, d.oo! Kugeln orth. 
schn. 83f. D/,, deren Krümmungsl. 
des einen Syst. auf Zylindern 84. 
Übertragung auf D/, 85f. — D,, der 
Fl. m. geg. sphär. Abbildung 87f. 
Alle Fl., deren Krümmungsl. des 
einen Syst. e. Mongesche Gl]. er- 
füllen 88—90. Fl. mit sphär. Krüm- 
mungsl. 90. Best. aller D/, u. Dy, mit 
allg. 1. Integralen 91—94, mit 2 allg. 
1. Int. 94—96. 

Monge-Amperesche Gl. mit 2 allg. 
1. Integr. XII, 516, I, 81, Anm., mit 
1 Schar Char. u. 2 allg. 1. Integr., hat 
deren 3, X 11.516. 175 Anm- 
Part. Diffgl. 2. O., deren Integralfl. 
zu einem Linienkompl. konjugiert 
XII, 520. Verschiedene Fälle, die man 
integrieren kann 521. Entspr. für 
einen Kugelkompl. 522f. Bes. Fälle 
sind d. Flächen konst. Kr. u. d. Mini- 
malfl. 523. 

Transf. d. part. Dgl. 1. O. I, 19. Die 
Abb. d. char. Streifen auf d. Linien- 
el. einer Ebene kann dch. e. BT. be- 
wirkt werden XVII, 726. Eine p. Dgl. 
hat gegenüb. BT. keine inv. Eigensch. 
727. Jede BT. liefert integrable p. 
Dgl. 1. O. 727£. 

Die Diffgl.s—= 0 XI, 507—515, 525. 
BT., bei denen sie inv. 510, 939£., 


972 


p. Dgl., d. dch. BT. auf sie zurück- 
führbar XI, 484. Sie ist eine Ausart. 
d. Dgl. d. Minfl. XII, 522. S. Trans- 
lationsfl. Dgl., d. deh. BT. d. Form 
r—=0 erhalten können XVII, 755, 
TT7L. 

Transfth. d. lin. gew. Dgl. höherer 
O. XII, 518, der lin. p. Dgl. 2.0. 
517£., der Monge-Ampereschen Gl. 
519. 

Part. Dgl. höherer Ord. mit Integral- 
kurven u. I.-punkten XVII, 757— 762, 
964. 

Dilatatıon L 39: XV... 2709L.°5 Bar 
alleltrf. 

Dinischer Satz IV, 338. 

Doppeldeveloppable s. Minimalfl. 

Doppelflächen s. Minimalfl. 

Doppelkegelschnitt, Fl. 4.0. mit 
DK. I, 36, 115f. 

Doppeltangenten derKummerschen 
Fl. I, 37, 112. 

Dualität, d. invol. u. d. allgemeine 
XVII, 736, d. imag. D. d. Ebene XV, 
re 5 

Dupinsche Zyklide, in R das Bild 
einer Fl. 2. Gr. von r I, 31. Sie artet 
in einen Kreis aus, wenn d. Fl. 2. Gr. 
von Ger.d. Kompl. H = 0 erzeugt 33. 
Ihre Krümmungsl. sind Kreisscharen 
36. Eine rezipr. Trf. i. B. auf eine 2. 
39, 44. 

Dupinsches Theorem, erweitert I, 120. 


Ebenenkoordinaten XVII, 735. 
Element = Flächenel. XVII, 691. 
Elementars. Komplexkegel, -richtung. 
Elementarkegel XV, 641; XVII, 694; 
s. Komplexkegel. 
Elementstreifen XVII, 693. 
Elementverein XVII, 693; s. Verein. 
Ennepersche Minimalfl. II, 175, 192, 
2.9, 
*Entfernungsbegriff 955. 
Enveloppe, verallgemeinerte Auffas- 
sung, Bd. I, 649—652. 
Enveloppenkomplexs. Linienkompl. 
Eulersche BT., sonst nach Ampere be- 
nannt, XVII, 736—740, 757, 764. 
Evolute einer Raumk. III, 233. 


Flächen, konjugiert i. B. auf e. Li- 
nienkompl. XII, 520, 941. Alg. Fl. von 
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jeder Tgebene. i.e. zerfall. Kurve ge- 
schnitten XV, 640f. Fl. konst. Kr. 
(developp. Fl.) IV, 267, 269, 301, 306, 
308—310, 317, 330, 332, 361, Fl. 
konst. Kr. in Orthogonals. XII, 520, 
940, mit alg. Krümmungsl. 520. Die 
Diffgl. d. Fl. konst. Kr. geh. zu 
einem Kugelkompl. 523. 
Flächenelement u. seine Koord. I, 2 
(Bd. I, 638); XVII, 691. 
Flächenkomplex u. zugeh. Boole- 
sche p. Dgl.2. O. I, 73 Anm., 75 Anm., 
887f. 
Flächenstreifen XV, 668, 959f. 
Fokalkurven III, 238f. 
Fundamentalkomplexe, eine Aus- 
artung von Kleins 6 F.en I, 32f., 
121. 


Gattung, Kurven derselben G. XIII, 
531, gehen b.d. logar. Trf. in kongr. u. 
gleichgest. über 530. 

Gemischte Gruppe XIV, 639; zugeh. 
Integralprobl. ebd. 

Geodätische Abbildung zweier Flä- 
chen auf.eın. "IV. 267f., 269, 339. 
Beltramis Probl. umfaßt das Lie- 
sche als bes. Fall 269, 921f. Dinis 
Satz 338, Lies Vervollst. 339— 341, 
926. Reelle Fl., d. geod. Abb. zu- 
lassen 342. Alle geod. Abb. des Bo- 
genel. (2 + y)dxdy 343— 347, 927f., 
Inadvertance Lies 928. 

Geodätische Linien als Charakt. e. 
p. Dgl. 1. ©. 1, 56. Die Diffgl. d. geod. 
L. äquivalent mit einer D,, oder D,, 
61f., 873. D. g. Kurven von Fl. konst. 
Kr. IV, 267. Beisp. v. Fl., deren geod. 
K. inf. Trf. gest. 268. Allgemeines 
Probl. 268, analytische Fassung 2771. 
Die zu unterscheid. Fälle 279. 

Erste Flächenklasse. &,=,=0, 
d. inf. Trf. ist konform 279—281. 
Normalform d. Bogenel. 281. D. Bo- 
genlängen in konst. Verh. geändert 
282, 922f. Verallg. auf d. R, 282 Anm. 
(Bd. I, 367, 811). 

Zweite Klasse. &, = 0,7, +0 284 
bis 288. Normalform d. Bogenel. 
287. Liesche Form des Bogenel. 
(y-+X)dzxzdy ebd. 

Dritte Klasse. &, +0,12 + 0 288 
bis 291. Das Bogenel. hat die Liou- 


Differentialgleichungen bis Geradensysteme 973 


villesche Form m. einer Bed. 290. 
Fl.,d.dieser Bed. genügen 291f.,923f. 
D. Fl. mit 2 unabh. konf. inf. Trf. 300. 
Nur bei den Fl. konst. Kr. gibt es drei 
300f. Wenn 2 und nur 2 unabh. konf., 
so Zentraflächen der Fl. R,:R, 
—= c, 301f. — Fl, d. der 1. u.2. Kl. 
angeh.303—312; D.Fl. (ey + 1)dxdy 
oder (y+ 21:29 dxdy) geh. auch 
der 3. Kl. an. Ihre geod. L. gest. 
3 unabh. inf. Trf. 306f., 310. Fl., d. 
unendlich oft der 2. Kl. angeh. 310 
bis 312. Fl., d. der 2. u. 3. Kl. ang. 
312—317. Form des Bogenel. 315, 
316. Fl., d. zweimal der 2. Kl. ang. 
317f. Fl., deren Bogenel. d. Liesche 
und-d. Liouvillesche Form erh. 
kann 314, 317. Fl., d. der 1. u. 3. Kl. 
angeh., nicht aber der 2. u. die nicht 
2 konf. inf. Trf. haben 318—334. Bo- 
genel. 322, 338 Anm., 324 und mit 
dreigl. Gr. 328, 334, 348. Bogenel. 
(e—iy)dzedy mit 3-gl. Gr. 330f. 
Bogenel. (2 + y)”dx dy 333f. Dreigl. 
Gr.d.geod. L.306f., 331, 925, 348, 929. 
Best. d. geod. L., wenn inf. Trf. vor- 
handen 349—360. Ein Multipl. ist 
bekannt 351. Flächen der 2. u. 3. 
Klasse 352. D. geod. L. gest. eine geg. 
inf. BT. 351 Anm. Wann man b. 
Fl. d. 3. Kl. 2 unabh. Int. dceh. Diff. 
findet 354. Bei Fl. d. 2. Kl. niemals 
354f. Erford. Integr., wenn d. Bo- 
genel. beliebig geg. 356. Bei Fl. d. 
1. Kl. 357. Wann Integr. v. d. Form 
f+ yep+ (L:y') y auftreten 357f. 
D. versch. Formen d. Gr. d. geod. K. 
360—363, 928f. Fl., b. denen d. Dgl. 
d. geod. K. geg. Form hat 363—365, 
929. Vgl. Minimalfl. 


Geometrie von 3 Dim., wo der Kreis 
der Ebene das Element, I, 44, 865. 
Grundlagen d. G. VI, 381. Vgl. Axiome. 
Geradenkugeltransformation. Von 
Lie aus der imag. Dualität d. Ebene 
abgeleitet XV, 677 (Bd. I, S. 89, 663). 
Den Punkten des Kugelraumes R 
entsprechen im Linienraume r die 
Geraden eines lin. Komplexes H — 0, 
den Punkten von r d. Minimalgeraden 
von R, I, 25f. Die definierenden 
bilinearen Gl. 25; II, 181f.; andere 
Form XVII, 714f., Beisp. 2, 963. Die 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 


in r und R auftret. Linienkomplexe 
25f. Die Kurven d. beiden Kompl. 
entspr. einander 27. Im Allg. gibt es 
in r zwei Fl., d. in dies. Fl. von R 
übergehen 27. Abbild. e. Fl. n-ter O. 
von R, d. den Kugelkr. p-mal enth. 
28, einer Kurve n-ter OÖ. von R,d.den 
Kugelkr. in p Punkten schneidet 28. 
Die Geraden von r gehen in d. Kugeln 
von R über 28. Die 2 Geraden, d. in 
eine geg. Kugel überg. 29. Orientie- 
rung der Kugeln Bd. I, 686f. Ebene 
als Kugel von unendl. gr. Halbm. 29f. 
Zwei schneidende Ger. geben berüh- 
rende Kugeln 30. Die Kugeln, d. d. 
Geraden eines eb. Büschels abbilden 
30f. Die Flächenel. e. Geraden gehen 
über in die der Bildkugel 31. Bild einer 
Linienfl. 31. Den abwick. Fl. in r ent- 
spr.in Rd. Mongeschen Fl. m. einer 
Schar Krümmungsl. 31. Bild einer Fl. 
2. Gr.inr istin R eine Zyklide. Ab- 
bild. des spez. lin. Komplexes 31, 
des allg. 31f. Vgl. Zyklide. Die 
Hpttgk. einer Fl. in r werden die 
eukl. Krümmungsl. der Bildfl. in R 
35. Vgl. Kummersche Fl. — Entspr. 
zwischen Trf. inr und R, 39—44. Die 
lin. (proj.) Trf., denen proj. entspr. 
39. Translat. u. Rotat. in R 40£. Trf. 
dch. rezipr. Radien 41. D. entspr. Trf. 
in r zusammensetzbar aus zwei rez. 
Trf. i. B. auf 2 lin. Kompl. 41. Das 
Bild einer b. d. Trf. inv. Fl. 41. Die 
Paralleltrf. 43. D. Bonnetsche rez. 
Trf. 43f. Das Polarsystem einer F, 
in r liefert in R eine Reziprozität i. B. 
auf eine Zyklide 44. Zusammenfassung 
45. Den proj. u. dual. Trf. in r entspr. 
in Rd. allg. BT., bei denen Kugeln 
in Kugeln übergehen u. d. Krüm- 
mungsl. kovariant, d. lin. Kugeltrf. 
46, 866. Die Trf. angewandt auf Fl., 
d. ein. längs einer Hpttgk. berühren 
53f. Entspr. zwischen d. Sing. einer 
Minimalk. u. denen einer Kurve eines 
lin. Kompl. II, 182—184. Anwend. auf 
Kurven 3. u. 4.0. des lin. Kompl. 
184—189. BT., bei der d. Hpttgk. in 
nichteukl. Krümmungsl. übergehen 
XV, 684f., 960£. Vgl. Diffgl. 


Geradensysteme, die ebenen eines 


Linienkomplexes XV, 645. 
62 
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Geradlinige Flächen aufgefaßt als 
Translationsfl., d. beiden erzeug. 
Kurvenscharen fallen zusammen in 
die erz. Geraden 954. 

Gleiten s. Minimalfl., Translationsfl. 

Gruppen von Trf. I, 119. Gr. v. Beweg. 
v.C. Jordan bestimmt, ebd. Der Be- 
griff Gr. fehlt b. Helmholtz VI, 
380. D. Gruppe der nichteukl. Bew. 
einfach 394. Jede reelle Gr. in reellen 
Veränd. liefert e. Gr. in kompl. Ver- 
änd. VII, 420. Die reellen Gr. d. 
Ebene 465. Vgl. projektiv. 


Hauptkrümmungshalbmesser 1,76. 
Fl. bei denen R,: R,konst. IV, 302. 

Haupttangenten u. Haupttgk. im 
R, XIV, 590f. 

Haupttangentenkurven einer Fl., 
besser Hptstreifen Bd.I, 691f. — 
Htgk. eines Linienkompl. I, 11. Auf 
gew. Fl. kann man eine Hptgk. an- 
geben I, 37f., 863f. Vgl. Regelfläche. 
H.-en d. tetraedralsymm. Fl. 52. Be- 
rührung n-ter O. längs einer H. 55. 
Vereinf. der Best. der H-en, wenn d. 
Komplex inf. proj. Trf. gestattet 
61—65. Fl., d. ein. nach einer H. be- 
rühren 97. 

Helmholtz. Fehler bei H. V, 376f., 
VII, 431 Anm.; IX, 477—479. Eine 
Gruppe, d. zeigt, daß H. eine unzu- 
lässige Vorauss. gemacht hat VII, 453f. 
Vgl. Problem. 

Hennebergsche Minimalfl. II, 143, 
147, 179, 195, 214f., III, 233. Die 
beiden H.-en Sätze 220. 

Holstscher Satz, s. Schnittpunkte. 

Huygenssche Trf. XVII, 706. 


Imaginäre Größen, sinnliche Dar- 
stellung von 2 solchen XV, 676; 
XV], 689f. 

Infinitesimale Kugel I, 26. Die inf. 
Paralleltrf. 61, proj. Trf. eines Li- 
nienkompl 63. Permutable inf. Trf. 
64. Inf. Verschiebung einer Fläche 
in sich IV, 268. Inf. Trf. der geod. L. 
268. Inf. Trf. in x, y erweitert durch 
y,y 2a7ıf., 273f. Gew. Dgl. 1.0. 
(2. O.) gestattet e. i. Trf. 272f., 274f. 
Unabh. inf. Trf. 276. Diffgl. 2. O., .d. 
mehrere inf. Trf. gest. 293—29%6. 
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Dann gibt es immer zwei inf. B,B,, 
für de (BRB)=wB-+o,B, 296f. 
D. geod. K. gestatten nur eine be- 
grenzte Zahl von unabh. inf. Trf. 
296 Anm. 

Inflexionstangenten s. Minimalkur- 
ven. 

Integralflächen eines 
plexes I, 112. Bd. I, 168. 

Integralkomplex I, 91. 

Integrationsproblem, s. Diffgl., ge- 
mischte Gruppe. 

Integrationstheorien, die Lieschen 
VII, 415. 

Intermediäre Integrale I, 73—77, 
78—82, 85—9. Monge-Ampere- 
sche Gl. XVII, 754ff. 

Invariante, simultane zweier lin. Li- 
nienkompl. I, 32 (Bd.I, 688). I. 
zweier Punkte VII, 416, von q Punk- 
ten 417 Anm. 

Inverse BT. XVII, 697. 

Involution. Zwei lin. Linienkompl. lie- 
gen in Inv. I, 32 (Bd. I, 688), zwei lin. 
Linienkongr. 86, Anm. 2. Die entspr. 
Kugelkongr. (Bd.I, 714). Zwei Li- 
nienkompl. in Inv. 115, 898. Zwei 
Fkt. v. z,y,2,p,q liegen i. Inv. 
XVII, 724. Drei paarw. i. Inv. lieg. 
Fkt. best. e. Monge-Amperesche 
Gl. 753f. 

Involutionssystem von 2 Monge- 
Ampe6reschen Gl. hat 00° char. Str. 
2. O., oo* Str. 1. O., 00? char. Kurven 

"XV, 674. 

Jacobischer Multiplikator s. Mult. 

Isotherme Kurven IV, 357, 360. 


Linienkom- 


Kegelschnittkomplex u. zugeh. p. 
Del. 1. 0.1,20. (Bd. I, 683). 
Killing, Fehler bei K; IX, 4771. 
Komplex s. Kurvenkompl., Flächen- 
kompl., K. von o0® Vereinen XVII, 
773. Umhüllungsgeb. einer i. d. K. 
enth. Schar 773f. Der K. best. e. 
Monge-Amperesche Gl. 775f. K. 
von 00% Kurven 776. 
Komplexe Zahlen, höhere XIV, 581. 
Komplexkegel, elementarer; eines 
Kurvenkomplexes I, 8. 
Komplexrichtung, elementare, ebd. 
Konfokal, s. Linien- u. Kugelkom- 
plex. 
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Konforme inf. Trf. d. geod. Kurven 
IV, 279, 281f. K. Trf. im R, I, 43. 
Ein im endl. Raume lieg. Kreis bleibt 
inv. 44. Verhalten des Abstandes bei 
k. Trf. 45f., Anm., 866. 

Konische Punkte s. Minimalfl. 

Konjugiert. Fläche k. zu einem 
Kschn. XIII, 564 Anm., s. Linien- u. 
Kugelkompl. K.-e Punkte I, 12; XV, 
658; XVII, 793. 

Kreis, als Ausartung der Zyklide I, 33. 

Krümmungslinien. Auf jeder Fl. 
eine Kr. angebbar I, 37. Berühr. n-ter 
O. längs einer Kr. 55. Die Fl. m. einer 
Schar Kr. 31, 76. Alg. Kr. auf Fl. 
konst. Kr. XII, 520. Verallgem. d. 
Krl.I, 55f., 870. 

Kugel. Die K.n, d. 2 geg. unter geg. 
Winkeln schneiden I, 33. Wie vieleK.n 
berühren 4 geg. 34. Wie viele schnei- 
den 4 geg. unter geg. Winkeln 34. 
Die K.n, d.5 geg. unter dems. Winkel 
schneiden 35. Siehe Geradenkugeltrf. 

Kugelabbildung I, 46, s. Geraden- 
kugeltrf. 

Kugelenveloppe — Röhrenfläche I, 
38. 

Kugelgeometrie I, 46. 

Kugelkomplex, spez. u. allg. linearer 
I, 31f. Lin. Gl. zwischen den Kugel- 
koord. 32. K., der d. inf. Paralleltrf. 
gest. 61. — K. umhüllt von oo? lin. 
Kompl. 62. — K., der inf. Trff. (lin. 
Kugeltrf.) gestattet 99f. Konfokale 
K.e 112. S. Diffgl. 

Kugelkonfiguration von 27 Ku- 
geln, deren jede 10 andere berührt 
I, 33. 

Kugelkoordinaten, nicht homogene 
2,250 5,32, 

Kugelraum R, I, 26. 

Kugeltransformationen, lineare I, 
45, identisch mit den konf. PT. des 
R, 45. Ebenso im R,, 45. 

Kummersche Fläche mit 16 Knotenp. 
I, 2. Ihr Bild in R eine Fl. 4. O. mit 
d. Kugelkreise als Doppelk. 36, 115f. 
Ihre Hpttgk. 36f. Ihre Ausartungen 
37. Sie ist Singularitätenfl. von oo! 
Linienkompl. 2. Gr. Neue Best. ihrer 
Hpttek. 108. 

Kurve, Begriff II, 124. Satz über d. 
oo? K.n 3.0. des R, deh. 5 geg. 
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Punkte X, 483, über 8 K.n des R,, 
d. von jeder E, in 8 Punkten v. best. 
Besch. geschn. werden. Ebd. Sechs 
K.n des R,, die v. jeder Ebene in 
Punkten eines Kschns. geschn. wer- 
den XIV, 622. Zehn K.n, d. v. jeder 
Ebene in 10 Punkten geschn. werden, 
d. auf einer u. nur einer irred. K. 
3. O. liegen. Ebd. 

Kurvenkomplex, von oo? Kurven c. 
D. Mongesche Gl. f(z,d2z)=0O.1,7f. 
der elem. Komplexkegel geh. zu un- 
begr. vielen K.en, deren Kurven von 
K.-kurven c umhüllt werden 8. Be- 
ziehung des K.es zu der part. Dgl. 
1.0, deren. Char. f—=P bef. 9 
854f. — K.k. XV, 658, Beziehung 
zwischen zwei K.en 658f. XVII, 
793£. Vgl. BT. 

Kurvenkongruenz I, 14. 

Kurvenschar der Ebene, d. auf jeder 
Geraden eine Invol. anschneidet XIII, 
538. Bei 00? ebenen Kurven ist d. 
Bed. dafür, daß zwei unendl. ben. 
ein. berühren (die Berührungsbed.) 
niemals eine lineare Mongesche Gl. 
XVII, 806—808. 


Länge, die Geraden v. d. L. Null, die 
Minimalger. I, 26 Anm. 

Legendresche Trf. I, 17; XIII, 569, 
948; XVII, 705, 735£. 756, 761, 763. 

Linearer Komplex s. Linien- u. Kugel- 
komplex. 

Linienelement einer Mongeschen 
Gl. XV, 656. Geom. der L.e 675. 

Liniengeometrie u. Kugelgeom. I, 
47. 

Linienkomplex u. zugeh. p. Dgl.1.O. 
I, 10f. Diese ist dch. BT. in eine Dgl. 
2. Grades überführbar 19. Best. der 
Komplexk. eines lin. L.es 27. L., der 
eine inf. proj. Trf. gestattet 61, 873. 
L. umhüllt von oo? linearen 62, 64 
Anm. Der Komplex F(X,Y,Z)=0 
als Grenzfall von F(X:H,...)=0 
64, 874f. L.e, deren Hpttgk. bestimm- 
bar 65. Spez. L., dessen Komplex- 
kegel ebene Strahlenbüschel 80. En- 
veloppenkompl. von oo! L.en 82. 
Bilden d. Flächen F(X, Y,Z,))=0 
ein Orthogonalsyst., so haben die L.e 
gemeins. Singularitätenfl. 98. D. Gl. 

62* 
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X?2+ Y?+Z2=0 bestimmt alle 
Tangenten einer Fl. 2.0. 98, 106. 
Singularitätenfl., insbesondere von 
F(X,Y,Z)= 0%, wenn F = 0 Re- 
gelfl. 99, eine Fl. 2.0. F,=0 99. 
Die versch. Formen der Singulfl. 
100—102. Aufzählung aller Sonder- 
fälle 100—107. Die wesentl. versch. 
unter diesen K.en 108. 

Best. der Hpttgk. eines L.es 2. Grades 
109—114. Konfokale L.e 2. Gr. 110. 
Sätze über d. Singulfl. 114f. Best. v. 
Hpttgk. 118. Zerlegung eines lin. L.es 
120. Siehe Diffgl. 

L. 2. Grades, dessen Elementarkegel 
zerfallen XV, 641f. Wann eine Mon- 
gesche Gl. einen L. darstellt 644, 
957f. Ein alg. L. zerfällt nur, wenn 
seine Mongesche (seine Plücker- 
sche) Gl. reduzibel 644f. Zerfallen alle 
Elementarkegel eines irred. L.es, so 
haben die Teilkegel alle gleiche Ordn. 
643, entspr., wenn die ebenen Ge- 
radensysteme zerfallen 645. Das gilt 
auch im R,, 644. Die irred. alg. L.e, 
deren Elementarkegel in Ebenen zerf. 
646—649. Die ebenen Geradensyst. 
zerf. in Büschel. 649. Die Elementar- 
kegel eines irred. L.es zerfallen nicht 
in Kegel von höherer als 1. ©. 650 bis 
652. Alle irred. L.e, bei denen d. Ele- 
mentarkegel oder d. ebenen Linien- 
syst. zerf. 653. Ausdehnung auf 
transzend. L.e 653 —655. 

Frage nach der allg. polaren Be- 
ziehung zwischen 2 irred. L.en XV, 
678, von Lie 1871 noch nicht vollst. 
erledigt I, 24f. Zwei bilin. Gl. liefern 
nicht d. allgemeinste 679. Abbildung 
der Geraden eines bel. L.es auf d. 
Punkte 680. Die Schnittbeding. f. 
zwei unendl. ben. Komplexgerade 
eine Mongesche Gl. 2. Grades, ins- 
bes. e. Pfaffsche Gl. 680. Wann sind 
d. Komplexgeraden d. Charakt. einer 
part. Dgl. 1.0. 681. Mögliche Fälle 
der polaren Bez. zwischen 2 irred. 
L.en 682, 960f. Beide L.e speziell 
682f. Der eine speziell, der andere 
allg. lin. K. 683f. Beide K.e vom 
2. Gr., tetraedrale K.e 685—687. Die 
L.e sind reduzibel 687f. Ausdehnung 
auf n Dimens. 688, 961. 
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Linienkoordinaten, d. Plücker- 
schen nichthomogenen I, 25. Die L. 
X,Y,Z,H, d. auch als Kugelkoord. 
betrachtet werden können 33, als 
Grenzfall von Kleins L. 32f., 121 
Anm. D. Grassmann-Cayleyschen 
L. XV, 645. 

Linienraumr]J, 3. 

Liouvillesches Bogenelement, s. d. 
und Minimalfl. 

Logarithmische Trf. XII, 521; XIII, 
529; XIV, 638; s. Gattung. Trf., d. 
zu ausgearteten Tetr. gehören Bd. I, 
823f. Ausdehnung auf den R, XIV, 
638. 


Malusscher Satz, von Lie verallg. 
XV, 679£. 

Meusnierscher Satz verallg., s. Mon- 
gesche Gl. j 

Minimalebenen, d. M. von R abge- 
bildet in r dch. d. Geraden einer Kon- 
gr. I, 33. 

Minimalfläche, erzeugt dch. Transl. 
einer Minimalk. längs einer anderen, 
als Ort der Sehnenmitten zweier Mk:, 
deh. Gleiten einer Mk. längs einer and. 
II, 129. Man erhält so alle M.n, d. 
nicht Devel. einer Mk. 130. Best. aller 
reellen M.n 134—137, aller algebr. (u. 
reellen) 137f. M.n mit einer irr. Schar 
v. Mk. (Doppelfl.) 139. Best. aller Dop- 
pelfl. 139. Die Mk. einer reellen nicht 
alg. Doppelfl. periodisch 139f. Jede 
Mk. einer reellen alg. Doppelfl. geht 
dch. e. rein imag. Transl. in eine sich 
selbst konj. Mk. über 141. Beispiele 
period. Mfl. 141 Anm. Best. aller 
reellen Doppelfl. 142, aller reellen 
alg. 143. 

Der Tangentenkegel-än eine Mfl. von 
einem Punkte des Kugelkr. aus 144. 
Die Klasse einer algebr. Mfl., einer 
reellen alg., einer algebr. Doppelfl. 145. 
Es gibt Mfl. 3. u. 4. Klasse, aber 
keine reellen 147. Da Henneberg 
eine reelle Mfl. 5. Kl. gefunden hat, 
ist 5 die niedrigste Klassenzahl 1471. 
Best. d. Ordn. einer algeb. Mfl. 148 
bis 153. Best. d. Zahlo 154—157, 
903. (Bd.I, 783). Untere Grenzen 
für d. Ordn. einer Mfl. 156—159. Jede 
reelle Mfl., deren Klassenzahl x Prim- 
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zahl, ist e. Doppelfl. 172. Best. d. 
reellen Mfl. v. d. Klassen: 172f. 
Alle reellen Mfl. 13. Kl. 173f. Reelle 
Mfl., d. keine Doppelfl., v. d. Klasse 
6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24 u. 
ihre mögl. Ordn. 174—178, 907 £. Reelle 
Doppelfl. geg. Kl. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9: 
178—181. Reelle Mfl. geg. Ordn., 
d. keine Doppelfl. 189—194. Reelle 
Doppelfl. gegn. Ordn. 195—197. Die 
Summe von O.u.Kl.> 14: 197, XI, 
484. Ist d. Mfl. 6. O. reell od. nicht ? 
II, 181, 195, 197, XI, 484. 

Der Asymptotenkegel zerfällt in Ebe- 
nen II, 197—205. Die Mfl. im Unendl. 
205. Konische Punkte im Unendl. 
206. Die O. des berühr. Zylinders 207, 
des allg. Tangentenkegels 207, anderes 
Verfahren zur Best. 209f. Die Multipl. 
d. unendl. fernen Ebene als Tgebene. 
207£. Mfl., die d. unendl. ferne Ebene 
nicht berühren 208f. 

Die reellen Brennp. der ebenen 
Schnitte einer reellen Mfl. 209. Die 
parabol. Kurve 211. Die Doppeldevel. 
zerfällt 211f. Best. der beiden Teile 
212f. Singuläre Punkte der M. 213f. 
Konische Punkte im Endl. 214. Be- 
richtigung eines Fehlers 214. 
Schwarzsche Formeln für d. in e. 
geg. Devel. eingeschr. Mfl. III, 219, 
andere Ableitung 222f., 912f. Die 
Berührungsk. ist e. Mk. 224. Die 
Devel. ist dem Kugelkr. umgeschr. 
224, 913. Algebr. Mfl. eingeschr. in 
e. algeb. Devel. 225. Algebr. Mfl. mit 
ebener Krümmungsl. 225f. Algebr. 
Mfl.en mit gemeins. Krümmungsl. 
227. Alg. Mfl., d. eine Zylinderfl. 
nach einer geod. K. berührt 228f. 
Alg. Mfl. mit alg. Hpttgk. 229f. Trf. 
der Mfl., die die Biegung umfaßt 230f. 
Verhalten der Klassenzahl 231. Bon- 
netsche Biegung 233, 243. 

Die Mfl., die d. Evolute e. alg. Raumk. 
in deren Krümmungsmittelp. be- 
rührt, ist alg. 233f. Synthetischer Be- 
weis 240. Es gibt oo! eingeschr. alg. 
Mfl. 235, 0o0* 250. Jede alg. Mfl. ist 
eingeschr. in oo* und nicht mehr Evol. 
alg. Raumk. 236—241. Die Berüh- 
rungskurven der Bonnetschen Bie- 
gungsfl. 917f. Mfl. m. einer ebenen 


geod. K. 241f. D. Bonnetsche Bie- 
gungsfl. eingeschr. in e. alg. Kegel 
243f. D. einem alg. Kegel eing. alg. 
Mfl. 244—248. Kennt man eine alg. 
Mfl. eingeschr. einer alg. Dev., so 
gibt es 00°, die man alle angeben 
kann 248—251. Devel., deren Ebenen 
eine feste Ebene unter konst. Winkel 
4 schneiden 251. Alle alg. Mfl. 
eingeschr. der Evol. einer ebenen alg. 
Kurve 251—253. 
Konstr. von Mfl. durch Gleiten einer 
Mfl. auf e. and. 254. BT., die Mfl. in 
Mfl. überf. 254. Anwendung auf d. 
einer Devel. eingeschr. Mfl. 255. 
Nicht jede alg. Devel., der e. alg. Mfl. 
eingeschr., ist Evol. einer alg. Kurve 
259. Darboux hat alle alg. Mfl. best., 
die einer alg. Devel. eingeschr. 920. 
Die reellen Mfl., deren halbe Klassenz. 
eine Primzahl 259f. D. Klassenz. 
einer Mfl. mit ebener geod. K. 260 
bis 262. Mfl., d. unendlich oft mit sich 
ähnlich sind 262. Reelle Mfl., d. in 
unendl. viele mit ihr ähnl. gebogen 
werden können 263f. 
Mfl., d. auf Rotationsfl. abwickelbar 
IV, 270, 373. Die Mfl., deren Bogenel. 
d. Liouvillesche Form erhalten 
kann 365—373. D. versch. Formen 
des Bogenel. 929f. Mfl., deren geod. 
K. eine konf. inf. Trf. gest. 270, 373, 
930. D. Mfl. u. d. Fl. konjugiert zu 
einem tetraedr. Komplexe XII, 521. 
D. Diffgl. d. Mfl. gehört zu einem Ku- 
gelkomplexe XII, 523, 942. Auf e. 
Mfl. gestatten d. Mk., Hptgk. u. 
Krümmungsl. 3 gemeins. inf. Trf. 522, 
941. Die Gl. s— 0 als Ausartung der 
Dgl. d. Mfl. 522. 

Minimalgerade XV, 677. Durch e. 
reellen Punkt geht keine sich selbst 
konj. Mg. II, 136. 

Minimalkurven II, 129. D. Best. d. 
Mk. einer Fl. auf ein Probl. d. Linien- 
geom. zurückg. I, 27. Best. aller Mk. 
nach Darboux II, 131f., aller algebr. 
Mk.132. D. Enneper-Weierstrass- 
schen Formeln 132. Ausdrücke für s 
und F(s) 133. Konj. imag. Mk. 133, 
sich selbst konj. 142. Jeder reelle 
Kschn. liefert e. sich selbst. kon]. 
Mk. 143. 
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Rang R (902) einer Mk. u. Vielfach- 
heit M des Kugelkr. auf ihrer Dev. 
144. Die Zahl R—M ist inv. b. Trf. 
dch. rez. Radien 145f. Die Zahl 
R—MS3:146. Die Mk., für die 
M = 1:159—168. D. Ordn.Od.K. 
163, ihr Rang R 166, ihre Klasse C 
167. Die Re. O+C+2=2R inv. 
b. d. Trf. dch. rez. Red. 168. Die 
Spitzen u. Inflexionstang. im Endl. 
bei einer bel. Mk. 168, 


Sich selbst konj. Mk. 169, 905f. Im 
Falle M = 1: 169—171, 906. Die Gl. 
C=2M+N, wo N d. Vielf. d. 
unendl. fernen Eb. als Schmiegungseb. 
168 Anm., 178, 905, 908. Die Mk. im 
Unendl. 198—203, 910£. Die Mk. 4. O. 
191 Anm. Mk. aufgefaßt als Mfl. II, 
129, 913; III, 224 Anm., 251. Best. d. 
Mk. einer Mfl., d. einer alg. Devel. 
eingeschr. 256—259. 


Vgl. Geradenkugeltrf. 


Mittelpunkt einer Pseudokugel VII, 
424. 


Monge-Amp£resche p. Dgl. 2.0. be- 
hält b. allen BT. ihre Form I 208: 
XVII, 746, 964. Auf lin. Form zu- 
rückführbar 73 Anm., gehört zu oo# 
Kurven ebd. 882—886. M. A. Gl. mit 
nur einer Schar v. Char. u. intermed. 
Integr. gehört z. einem Flächenkompl. 
73, 75 Anm., 887f. Geom. Auffass. 
eines 1. allg. Integrals 77f. Sätze 
über 1. Integrale 81, Anm., DAHER 
RVII2753LR 


M. A. Gl., deren Integralfl. deh. BT. 
in alle Kurven überführbar XVII, 753. 
Überführung einer M. A. Gl. in d. 
lin. Form 765£., 769. Kennzeichnung 
der lin. M. A. Gl. 766—768. Nur die 
PT. lassen jede lin. M. A. Gl. lin. 768. 
Beispiele 769—771. D. lin. hom. M. 
A.G1.771f. M.A.Gl., deren Integralfl. 
von je oo! Kurven eines Komplexes 
erzeugt I, 9f., 855f., XVII, 776. M.A. 
Gl. mit intermed. Int. (u, v) — 0 
778. Aufsuchung aller intermed. In- 
tegralgl. f(x, y,2,p,q)=a 779 bis 
784. Invarianz von G+0 bei BT. 
783, 965. Geom. Deutung der Gl. 
r+2Ns+ N2t+ U= 0785. Inter- 
med. Int. 802—-804. Lin. hom. Gl. 
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m. intermed. Int. 786789, Allg. lin. 
M. A. Gl. 789—791. 

Zusammenhang zwischen den Char. 
einer M. A. Gl. und denen eines 1. In- 
tegrals I, 73 (Bd. I, 702.). 


Mongesche Flächen, mit nur einer 
Schar v. Krümmungsl. I, 31, 76. 


Mongesche Gl. eines Kurvenkomplexes, 
zugleich die Schnittbedingung des 
Kurvenk. im anderen Raume XV, 
6598. XVII, 793—795. Best. d. In- 
tegralk. einer M.n Gl. II, 131 Anm. Bei 
M.n Gl. von der Form f(d, dy,dz)— 0 
XI, 499. Algebr. M. Gl. im R, XV, 
642. Der Mongesche Kegel (Elemen- 
tarkegel) kann zerfallen, ohne daß 
d. M. Gl. reduzibel ist 642, Beispiel 
957. M. Gl., deren Elementarkegel 
alg. 656. Trf. der Linienel. u. Inte- 
gralk. einer M.n Gl. 656f. Invarian- 
tentheorie einer M. Gl. 657, 674f. 
Übertragung des Meusnierschen 
Satzes auf die Integralk. einer M.n Gl. 
XVII, 800f. Bezieh. der Integralk. 
einer nichtlin. M.n Gl. zu einer be- 
liebigen Fläche 801f., 966f. Siehe BT. 


Monodromie des R, V, 376. Ist sie 
ein notw. Axiom? 377f. VIII, 469. 
Klein über das M. 472f. 


Multiplikation u. inf. Trf. einer lin. 
p- Dgl. 1.0. IV, 349£. Für d. geod. L. 
ist ein M. bekannt 351. 


Nichtanalytische Funktionen V, 
379; VI, 406. 

Noethersche Abbildung I, 23 (Bd. I, 
664). 


Normalenkegel I, 70. 


*Orientierte Kugeln Bd. I, 6867. 


Orthogonale Kurvenscharen auf e. 
Kugelfl. best. dch. eine D/, I, 78. 
Sie enth. eine Schar v. Kreisen, zwei 
Scharen 81f. 


Orthogonalsystem, irreduzibles, ein- 
geschr. i. eine imag. Devel. I, 119. 
Das Darboux-Moutardsche O. I, 
112f., 117, 119. Isothermes O. auf 
einer Fl., deren geod. L. eine inf. Trf. 
gest. IV, 360. O. von Flächen konst. 
Kr. XII, 520, 940. 


Minimalkurven bis Röhrenflächen 


Oskulationstransformationen. 
XIV, 639, 957; XV, 672f. Es gibt 
keine ©. der ebenen Kurven XVII, 
s11f., 967, 2.2,1v.u. 


Parabolische Kurve s. Minimalflä- 
chen. 

Paralleltransformation I, 39. Inf. 
P. u. entspr. Trf. in r 43, 873. 


Periodische Minimalk. u. Minimalfl. 
II, 140f. 

Permutabel s. inf. Trf. 

Pfaffsche Gl., Systeme von XV, 657. 
Nicht integrable Pf. Gl. im R, als 
Schnittbed. von oo? Integralk. einer 
nichtlin. Mongeschen Gl. XVII, 808. 
Best. aller Trf. der Gl., die für die 
Integralk. der Gl. BT.en sind XVII, 
812. 

Pfaffsches Problem XVII, 722. 

Plückersche Komplexfl. als Ausartung 
der Kummerschen Fl. I, 37. — Pl. 
Reziprozität i. d. Ebene I, 4f., im 
Raume 5. 

Polare Beziehung zwischen zwei Li- 
nienkomplexen II, 181; XV, 675ff., 
zwischen zwei Kurvenkompl. 656ff., 
665. 

Polartrieder, s. Translations-M,. 

Poncelet-Gergonnesche Rezipr. i.d. 
Ebene I, 4. 

Problem, das Helmholtzsche V, 375. 
Es erfordert andere Hilfsmittel als H. 
benutzt hat VI, 380. 

Projektive Gruppen, dreigl. i. d. 
Ebene VI, 381—383, mit weniger als 
4 Par. VII, 430f. Reelle proj. Gr., d. 
mit der proj. Gr. e. Mann. 2. Gr. ähn- 
lich sind VI, 390-397. Pr. Gr., d. 
mit der speziellen lin. Gr. ähnlich 
407—410, mit der allg. lin. Gr. 410f., 
mit der Gr. aller Ähnlichkeitstrf. 
411f. D. pr. Gr. einer Mann. 2. Gr. 
steckt in keiner größeren kont. pro). 
Gr. 412f. 

Pseudobiegungsfläche, XI, 500. 

Pseudoevolute, -kugelkreis, -nor- 
male, -normalebene; -senk- 
recht XI, 498. 


Pseudokrümmungsmittelpunkt, 
-krümmungsachse XI, 500, 938. 
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Pseudokugel VII, 424, s. Axiome. 

Pseudometrische Theorie d. Trans- 
lationsfl. XIII, 529. 

Punktkugel I, 26, 29. Bd. I, 692. 

Punktort einer Schar von Flächen- 
elementen XVII, 692. 


Quaternionen, Caspar Wessel als 
Vorläufer XVI, 690. 


Rang, 902, Bd. I, 784. 

Raumelement, Wechsel des R.es 
I, 2, 6£., 17. Kurve mit 3 Parametern 
als Raumel. 7f. 

Reduziertes Problem der Translations- 
M, XIV, 613, 637. 

Regelfläche, alg., deren Erz. zwei 
feste Gerade schneiden, und ihre krum- 
men Hpttgk. I, 38. — R. als Integral 
eines Linienkompl. 2. Grades I, 112. 

Reißscher Satz s. Schnittpunkte. 

Reziproke Polaren XVII, 741. 

Reziproke Radien, Trf. dch. I, 41. 
Die Gr. der r. R. ist nicht mit einer 
proj. ähnlich VI, 406f. 

Reziprozität s. Poncelet-Gergon- 
nesche u. Plückersche — R., bei der 
den Punkten jedes der Räume r und R 
im anderen d. Kurven eines Kom- 
plexes entsprechen I, 11f. — Zwei 
unendl. ben. ein. schneidenden Kom- 
plexk. entspr. im anderen Raume e. 
elem. Komplexrichtung 12. — Ein- 
deutig umkehrbare Beziehung zwi- 
schen den elem. Komplexricht. in r 
und R, und zw. den von Komplex- 
kurven umhüllten Kurven 12f. — 
Abbildung einer Fläche 13f., einer 
Kurve 15. Man hat e. Trf. zwischen 
d. Flächenel. von r und R 14, Bd.I, 
681f.— Rez. bestimmt dch. 2 bilineare 
Gl. 21f. — Die Linienkomplexe 2. Gr. 
in beiden Räumen 22f. Besondere 
Fälle 23f.; siehe Geradenkugeltrf. — 
Gibt es noch andere Rezipr., wo in 
jedem Raume ein Linienkompl. 24f. 
Ein von Lie als unmöglich bez. Fall 
tritt doch ein, wenn man auf die Ein- 
deut. verzichtet 25, Bd. I, 685. Siehe 
XV, 675ff., 960. 

Röhrenflächen u. ihre Krümmungsl. 
I, 38£. 
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*Schnittbedingung einer Kurven- 
schar, Bed. dafür, daß zwei unendl. 
ben. Kurven e. Schar ein. schneiden 
960. Bd. I, 680. 

Schnittpunkt. Best. der Vielfach- 
heit der Schnp. zweier algebr. Kur- 
ven II, 153£. 903£. Satz über d. Sch.e 
eines Kschn. mit einer Geraden XIII, 
573. Satz v. Reiß (Holst) üb. d. 
Schnp. einer Kurve n-ter OÖ. mit einer 
Geraden 575. Umkehrung des Reiß- 
schen Satzes 575—577. Andere Fas- 
sung des Satzes u. d. Umkehrung 
950L. 

Schraubenflächen als Minimalfl. II, 
141, 902. 

Schur, F., seine gruppentheor. Unter- 
such. VIII, 475f., 935, seine Abbild- 
dung des Tangentenkompl. einer 
Fläche 2. O. XV, 684, 961. 

Singuläre Linien eines Linienkomplexes 
sind Hptgk. des Kompl. I, 11, Bd. I, 
679. Sing. Integral einer lin. p. Del. 
1. 0.14 Anm., 858. Siehe Diffgl. 

Singularitätenfläche, s. Linienkom- 
plex. 

Sphärische Abbildung s. Diffgl. 

*Spiralflächen 923. 

Spitzen I, 27 Anm. 

*Sprung 931. 

Stationäre Tangente I, 27 Anm. 

Steinersche Fläche als Ausartung der 
Kummerschen I, 37. Ihre Hptek. 
37. Ihr Schnitt m. d. Tgebene. zer- 
fällt XV, 641. 

Störungstheorie XVII, 741. 

Systatisch, VII, 440, 446, 450, 453. 


Tangentenkegel s. Translationsfl., 
Minimalfl. 

Tangentialkomplex, lin., eines Ku- 
gelkompl I, 67. 

Tetraedraler Komplex I, 22f., 25, 
XV, 685—687. Die Gl. des Kompl. 
XIII, 532f. D. logar. Trf. bringt ihn 
in Bezieh. zum Kompl. d. Minimalger. 
XII, 521. Best. aller Flächen, d. zu 
ihm konjugiert sind 521, d. Hpttgk. 
dieser Fl. 522. Komplexgerade, die 
b. d. log. Trf. in kongr. gleichgestellte 
Kurven übergehen XIII, 533. 

Tetraedralsymmetrische Flächen I, 
52. 


Tissotscher Satz IV, 335, seine Ver- 


vollständigung 335— 838. 


Trajektorien auf den Integralfl. einer 


p. Dgl. 1.0.1, 49 (Bd. I, 696). Diftgl. 
f. d. Traj. einer D,, 69. 


Trajektorienkreis einer Kugel eines 


Kugelkompl. I, 67f., 880, 882. 


Trajektorienkurve einer Ebene I, 


69, einer belieb. Kugel 70, einer in- 
fin. Kugel 70, 880. 


Translationsflächen. Lies Arbeiten 


darüber XIII, 528£. Trlfl. erzeugt deh. 
Transl. einer Kurve längs einer an- 
deren II, 124f., XI, 484f.; XIII, 526. 
Die Translationserz. treten zu Paaren 
auf XI, 485. Trlfl. als Ort von Seh- 
nenmitten II, 125; XI, 486. Trlfl. 
erzeugt dch. Gleiten einer Kurve auf 
einer anderen II, 128f.; 901; XT, 488. 
Die beiden erzeug. Kurvenscharen 
konjugiert II, 126f.; XI, 486, analyt. 
Beweis 486f. Die längs einer erz. 
Kurve berühr. Devel. ist e. Zylinder, 
dessen Erzeugende die Kurven der 
2. Schar berühren II, 127; XI, 487. 
Die Devel. der erzeug. Kurven schnei- 
den zwei unendl. ferne Kurven aus 487. 
Sind diese Zweige einer irred. Kurve 
so haben d. erz. K. eine Umhüllungs- 
kurve 487f. Dasselbe gilt, wenn alle 
erzeug. Kurven eine gemeins. Mon- 
gesche Gl. befried. II, 127f. Die 
erz. Kurven bilden e.irred. Schar XI, 
488, 936. Verallg. d. Trlfl. im R, 
935, 2.10,9v.u. 

Zwei punktweise auf ein. bezogene 
Trlfl., d. eine eingeschr. einer Devel., 
die andere einem Kegel XI, 488 bis 
491. Die Trlfl., deren erz. Kurven e. 
irred. Gl. f(dz,dy,dz) = 0 erfüllen, 
befr. e. p. Dgl.2.0.R(p, gr + ...—0 
491f., die außer e. sing. Int. nur diese 
Trlfl. zu Integralfl. hat 492f. Die Gl. 
Tdq? + Sdpdq + Rdp?=0 4938. 
Schreibt man d. p. Dgl. 2.0. 
r+ (u+v)s+uvt= 0, sow=uu,, 
v,— vv, 936f. Aufst. d. Integralfl., 
d. eine geg. Devel. längs e. Kurve 
berühren 494—49, 937f. Algebr. 
Trifl. 497. Trlfl. mit geg. alg. Gl. 
f(dz,dy,dz)—= 0 eingeschr. in d. 
Pseudoevolute einer geg. alg. Raumk. 
500. Sie ist algebr., wenn der Pseudo- 
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kugelkr. u. die Raumk. alg. 500. D. 
Pseudobiegungsfl. berührt einen Ke- 
gel, dessen Tgebenen denen der 
Pseudoev. parallel 501. Alle algebr. 
Trlfl., d. in einen geg. algebr. Kegel 
eingeschr. 501—503. In jede alg. 
Devel., in die eine alg. Trfl. eingeschr. 
ist, kann man unendl. viele alg. ein- 
schr., d. alle bestimmbar 503—506. 
Die Integralfl. der Gl. s=0 sind 
Trlfl. mit ebenen erz. Kurven XII, 507. 
Die i. e. geg. Devel. längs e. geg. Kurve 
eingeschr. Integralfl. 508, 939. Kennt 
man eine in eine alg. Devel. eingeschr. 
alg. Integralfl., so erfordert d. Best. 
aller übrigen die Lös. d. Aufg. f. einen 
alg. Kegel 510f. In jede alg. Devel. 
kann man eine alg. Integralfl. (ja 
00% solche) einschr. 512f. In einen 
vorgel. alg. Kegel kann man alle alg. 
Intfl. einschr. 514f., ebenso in eine alg. 
Devel. 515. Best. aller alg. Integralfl. 
dch. e. geg. alg. Kurve 525, 942. Vgl. 
Diffgl. 

Fl. mit unendl. vielen Translerz., die 
weder Ebenen noch Zyl. sind XIII, 
529—532. Die Fl. 2A® +D=0 
532, ihre Ausartungen 533 (Bd.I, 
419ff.). Fl., die in 2 Weisen als Trifl. 
aufgefaßt werden können 527. Her- 
stellung solcher Fl. aus Fl. 2. Grades 
dch. d. logar. Trf. 534—536. Das 
Problem, die Flächen alle zu bestim- 
men 538. Alle Trlfl. m. 4 Erzeug. 
liefert das Abelsche Theorem f. e. 
Kurve 4.0. X, 482. Verallg. auf den 
R, 482f. Jede Kurve 4. O. liefert oo? 
solche Flächen. die durch Quadratur 
bestimmbar sind XIII, 540. Das 
Abelsche Th. liefert oo!® Fl. 540 bis 
545. Die Kurve 4. O. zerfällt 545, 577. 


Zu jeder Trlfl. gehören 2 unendlich 
ferne Kurven 546. Part. Dgl. 2.0. 
für d. Trlfl., d. zu zwei geg. Kurven 
dieser Art geh. 547—549. Die erz. 
Kurven sind konjugiert 548. Man hat 
so eine Kateg. v. part. Dgl. 2. O., 
deren Integralfl. Trlfl. sind 549%. 
D. Trlfl. m. 2 Paaren v. Erzeug. def. 
dch. 2 part. Dgl. 2.0. 550f., diese 
haben d. Form 948 (I) m. d. Bed. (III). 
Das Abelsche Th. zeigt, daß sie ge- 
meins. Integralfl. haben 551. Die zu 


e. Trifl. affinen Fl. sind Trlfl. 551f. 
Trifl., die lin. Trff. gest. 552. D. Kurve 
4.0. zerfällt in 4 Gerade 552 Anm. 
Jede Fl. mit 2 Paaren v. Erzeug., 
aber nur 3 erz. Kurvensch. ist e. 
Zylinderfl. 553£. Die devel. Trlfl. sind 
Zylinderfl. 554; XIV, 600f. Die an- 
gebl. Dgl. 4. O., d. alle Trlfl. definiert 
XIII, 552, 554f. 944. Intermediäre 
Integrale 2. u. 3.0. 555—557, 944 bis 
946. Trlfl. mit 3 erz. ebenen Kurven- 
sch. 557”—565. Auch d. 4. Schar ist 
eben 563, 947. Fl. konjugiert zu 
allen Kschn. eines Büschels 564. D. 
.2p. Dgl. 2. O. für Trlfl. m. 4 erzeug. 
Kurvensch. haben gem. Integralfl., 
wenn d. unendl. fernen Kurven zwei 
Kschn. 565. Allg. Aufstellung d. In- 
tegrabilbed. 567—575. Die geradl. 
Trifl. 579, 953f. Bequemere Form 
der Integrabilbed. 948. Direkte Ab- 
leitung 949f. Unmittelbare Zurückf. 
des Integrprobl. auf Abelsche Int. 
951f. D. Liesche Integrabilbed. sagt 
aus, daß d. beiden unendl. fernen 
Kurven eine Kurve 4. O. bilden 575 
bis 577. Durch Abzähl. folgt, daß d. 
Abelsche Th. alle gesuchten Fl. lie- 
fert 577f. D. logar. Trf. angewandt 
auf Trlfl. 531. 

Translationsmannigfaltigkeit im 
R,„ XUI, 537. 

Translations-M, des R„, XIV, 581. 
Die Trlerz. treten paarweise auf 581. 
Die Proj. auf einen ebenen R, 583f. 
Hat eine Trl.M, zwei Paare v. Erz., 
so ist sie ein Zylinder, oder liegt in 
einem ebenen R, 584, 954. 

Translations-M, des R, XIV, 580. 
Jede Trl.-M, auf 3 Arten erz. dch. 
Trl. von Kurven 585 und von M, 586. 
Trl.-M,, d. in mehrfacher Weise als 
solche aufgef. werd. kann 587, 638. 
Probl., alle diese M, zu best. 586f., 
analyt. Formul. d. Aufg. 587. Jede 
E, des R, in unendl. vielen Weisen 
Trl.-M, 588. In jedem Punkte einer 
Trl.-M, sind d. Tg. der erzeug. Kurven 
paarw. konj. (Polartrieder) zum Ke- 
gel der Hpttg. 592. Das der Sinn d. 
3 p. Dgl. 2.0O., denen jede Trl.-M, 
genügt. 589f., 954. Im Unendlichen 
drei Kurven 593f. Je zwei unter 
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diesen liefern eine der 3 p. Dgl. 1. O. mit 2 Doppelp. 635f. So alle Lös. 
596. Best. der Integral-M, einer sol- des reduz. Probl. 636—638, 956. 
chen Gl. 596, 954. Best. aller gemeins. a AR, 
Integral-M, der 3 Gl. 596—600. Die U-Krümmunsslinien I, 55f., 870 bis 
devel. Trl.-M, 603—607, Zylindrische 872. E, 

607, 613. D. beiden Polartrieder d. | Umgebung eines Linienel., Flächenel. 
Hpttgkegels 608f. D. Abelsche Th. 966. 

angew. a. d. Schnittk. einer Fl. 3. u. *Umkehr 931. g 

einer 2. Gr. liefert Trl.-M, v.d. verl. Umkehrproblem seine Deutung XIII, 
Besch. 609. D. mögl. gegenseit. Lagen 544 Anm. a 

d. beiden Trieder 609613. Das re- | Unabhängig s. infin. Trf. 

duzierte Probl. 613f. Sechs unendl. 
ferne Kurven u. 6 lin. p. Dgl. 2.0. eh 
614#. D. 6 Kanten d. beid. Trieder | 7, ,.in (Element a Ar 
liegen auf einem Kegel 2. Gr. 615f. D. _. ( E a re 1 var El ea 
6 Kurven im Unendl. schneiden jede 0. ru ee 
unendl. ferne E, in 6 Punkten eines RN 2 XVII IE: 

Kschns. 616f. D. 6 Kurven liegen auf e; ee “ Br 
e. Fl. 2. Gr. 617-622. D. 6 Diffgl. ierpunktige Berührung einer Kurve 
reduzieren sich auf 5 unabh. 624. ee 

Fünf lin. hom. p. D. 2.0. des R, | Wellenfläche als Ausartung der Kum- 
haben höchstens 00° gemeins. Inte- merschen FI. I, 37. 

gral-M, 625f. Wenn d. Koeff. nur | Winkelbegriff i. B. auf einen lin. 


die p enth., wendet man e. BT. an Linienkompl. I, 119 Anm. 1 (Bd.I, 
627f. D. 5 Integralbed. des transf. 733f.). 


Syst. 629—634, 955f. Konstr. v. Trl.- 
M, d. verl. Art. mit Hilfe d. Abel- | Zentraflächen I, 56; IV, 302. 
schen Th.i. B. auf e. ebene Kurve 5.0. | Zyklide s. Dupinsche. 


Verallgemeinerung metrischer Theo- 
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Abel, N.H., IV,291; X,481£.; XI, 485; 
XII, 509, 943; XIII, 537, 539—542, 
545, 575, 578, 951; XIV, 580, 609, 
611, 613, 634, 635, 637, 956; XV, 640, 
957, 676; XVI, 689 £.; Vorw. II, 2. 
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Appell, P., XII, 518, 940. 
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Druckfehler, Berichtigungen und Zusätze. 


Zu Band 1. 


.133, 2.3 v. u. Es sollte heißen: „gewöhnlich als Singularitäten‘“. 

. 165, 2.9 v. u. besser: „‚gelenkt‘“. 

.183 im Kopfe lies: 2. O. 

. 336, 2. 3—1 v. u. Siehe Bd. II, Abh. II, S. 211. 

. 408 Anm. Vgl. Bd. II, Abh. IV S. 3571£. 

.428, 2.13 v.u.lies: zye = '. 

. 423, Z2.3—1 v. u. Vgl. Bd. II, Abh. XIII, S. 579, 953. 

. 437, 2.3 v. u. steht F zu tief. 

.560, 3.1—5. Mein Freund Scheffers trifft wohl das Richtige, wenn er an- 
nimmt, daß Lie an den von Cauchy stammenden Ausdruck ‚‚clefs algebriques‘‘!) 
denkt. Cauchy versteht darunter Größen, die wir heutzutage als höhere komplexe 


NN 


NN 


Zahlen bezeichnen. Demnach wird Lie unter dem Schlüssel ((— 1% die imaginäre 
Einheit i verstehen, die durch die Gleichung i? = — 1 definiert ist, und unter dem 


Schlüssel (1)? eine Größe k, die durch k?—= 1 definiert, aber von der gewöhnlichen 
reellen Einheit 1 verschieden ist. Neben den gewöhnlichen komplexen Zahlen 
abi betrachtet er also die ebenfalls aus zwei Einheiten zusammengesetzten 
Zahlen a + bk mit der Multiplikationsregel: 


ee Eee I EN a 


ein System für das alle gewöhnlichen Rechengesetze gelten mit Ausnahme des einen, 
daß ein Produkt nur dann verschwinden kann, wenn einer der beiden Faktoren 
verschwindet. Nach Scheffers würde also Lie an eine reelle Deutung derjenigen 
Geraden der Ebene denken, deren Gleichungen Zahlen dieses Systems zu Koeffi- 
zienten haben. Man müßte allerdings dann, wie Scheffers bemerkt, um alles voll- 
ständig zu haben, auch noch die sogenannten dualen Zahlen betrachten, die neuer- 
dings, z. B. bei Study, eine große Rolle gespielt haben, also die Zahlen des Zahlen- 
systems 1, j mit der Multiplikationstabelle: 
1.1=1, 1j=j.1=j, j.j=0. 


S.650, 2.27f. Hier muß noch die Voraussetzung hinzugefügt werden, daß 
aus (4) keine Gleichung zwischen p, q allein folgt, eine Voraussetzung, die still- 
schweigend gemacht ist, indem (5) auf die Form (5’) gebracht wird. 

S. 688, 4.20, 22 lies R,, , statt U, 1. 

S.690, 2.19 v.u.lies: 2.17—10v.u. 

S. 697, Z. 30 lies: o0® Minimalgerade. 


1) Memoire sur les clefs algebriques, ©. R. 36 (1853), S. 70, 129, 161, (Euvres 
I. Serie, Bd. XI, Nr. 514, Bd. XII, Nr. 516, 517 und Exercices d’analyse, Bd. 4 
(1847), S. 356—400, @Euvres. II. Serie, Bd. XIV. Die Noten in den C.R.sind es, die 
H. Graßmann zu einer Prioritätsreklamation veranlaßt haben. Siehe dessen Ges. 
math. u. physik. Abh. Bd. II, 1 (1904), S.199, 203; Bd. III, 2 (1911), S. 199—202. 
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S. 700, 2.2 v. u. 701, 2.3 sind die dHg: dX,,... partielle Ableitungen, was 
durch die Bezeichnung hätte zum Ausdruck gebracht werden sollen. 
‚701, 2.20 v. u. lies: $S. 162, Z. 19—17 und 15, 14 v.u. 
.705, 2. 24f. Es sollte heißen: „von einer der beiden Scharen von“. 
. 707, 2. 2. Hinter „umhüllen“ ist einzuschalten: ‚„‚Elementarkegel haben, die‘. 
.709, 2.22 v. u. lies: S. 184, 2.10,9 v.u. 
„715, 2.13 lies: Vgl. $. 119, 2.13, 12 v. u. und 680, 2.3—1v.u. 
.727, 2. T lies: S.181. 
‚732, 2.1 lies: 8. 204, 2. 8-5 v.u,®. 205. 4 
.771, Z.10—14. Man kann sich die Sache auch so vorstellen, daß die oo* In- 
tegralvereine einer vollständigen Lösung einer part. Diffgl. 1.0. des R,+ durch 
die Punkte des R, abgebildet werden. 

a(r-+ ı) 
s 


S.783, 2.5 v. u. Statt er muß stehen: 


S. 785, 2.19 v. u. fehlt 36 vor 30. 

S.798, Z. 6f. Es hätte erwähnt werden sollen, daß diese oo? Kurven nichts 
anderes sind als die Planevolventen von C. 

S. 801, 2.1611 v. u. Über die Doppeldeveloppable spricht Lie ausführlicher 
Bd. II, Abh. II (1879), 211—213. 

S, 804 in der Gl. [3] les: 22°’, = 0. 

$.811, Z.1 v. u. Er erwähnt ihn doch, s. Bd. II, Abh. III, S. 262, 2.4 
bis 1 v.u. 

S. 818, Z.16—1 v. u. Diesen Fall erledigt Lie selber in Bd. II, Abh. IV (1882), 
S-s3H0L. 

S. 822, G1. [4] muß lauten: yp — 2x9 — c=. 

S. 828, 2.10 v. u. muß der erste Faktor e*(*+ V) lauten. 

S. 830, Z.1—24. Vgl. Bd. II, S. 867,.2. 4—23. 

S. 858, erste Spalte, Z.4 v. u. lies: Cayley, A. 

8,861, 2.15—10 v. u. Nach und nach bin ich doch zu der Überzeugung ge- 
kommen, daß sich Lie mit dem Beweise begnügt hat, der aus der Theorie des Pfaff- 
schen Problems hervorgeht, und daß er gar nicht das Bedürfnis empfand, die Un- 
abhängigkeit der fünf Funktionen auch noch durch synthetische Betrachtungen 
zu zeigen. Ich hoffe, bei einer anderen Gelegenheit eine vollständige, rein syn- 
thetische Begründung des Lieschen Satzes geben zu können. 


ANNNNNNNn 


Zu Band II. 
Im zweiten Titelblatte von Bd. II, 1, 2.7 v. u. links lies: Professor. 


S.16, Z.2, 1 v.u. besser: „‚des ursprünglichen und des neuen Raumes“. 
S.52, 2.16 v. u. lies: S. 355. 
S. 78, Z.14 ist leider ein Fehler des ersten Druckes stehen geblieben. Es muß 
heißen: „setzt dy:d x“. 
.115, 2.8 v. u. lies: Bd. 69. 
.134, 2.8 v. u. lies: „konjugiertimaginär zusammen‘. 
.194, Z.6 v.u.lies: ‚alle [reellen |“. 
. 397 im Kopfe lies: „R,“. 
487, Z.1v.u. lies: „Punkte p“. 
. 497, 2.7 v. u. fehlt nach ‚‚leicht‘‘ das Komma. 
520, Z.8 v. u. Lies: „bemerkte“, wie im ersten Drucke richtig steht. 
556, 2.2 v. u., 557, 2.2 lies: „p,’(&,)“ statt: „p’(E)“. 
. 632, 2. 2£. lies: „‚Seiten, mit... multipliziert“. 
. 657, 2.13 v. u. lies: „Abh. III, S. 251“. 
. 669, 2.19 lies: ‚„‚Flächenelemente e‘“. 
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S. 855 ist vor 2.3 v. u. einzuschalten: „Außerdem erhält man noch die Glei- 
chung: 
[9*] M—NM,+MN,=N,+PpN,+N(N,+4qN,), 


die [9] nach sich zieht.“ Auf Z.1 v. u. ist zu lesen [9*]. 

S. 856, 2. 2 lies [9*] statt [9]. 

S. 886, Z. 15—29. Hier müssen die Verbesserungen berücksichtigt werden, die 
soeben zu $8. 855f. angegeben sind. Die G1.[24] ist keine andere als die Gleichung 
[9*]. Diese Gleichung muß von vornherein erfüllt sein, wenn die Gleichung [9], 
S. 884 zu einem Kurvenkomplexe gehören soll. 

S. 888, 2.7 lies: „‚Boole‘“, nicht ‚‚Bour“. 

8. 913, 2.14 lies: „2.31 v.u“. 

S. 946, 4. 4—24. Alles das wird viel einfacher, wenn man beachtet, daß x und ß 
in der Form: 

aM 5_n0 
Up ®p 
darstellbar sind. 

S.951,2.4v.u. Sieht man davon ab, daß man schon weiß, daß 0, verschwindet, 
so erhält man die Bedingung: 


9, TUR, = o(u, Ze %+ u,+ v,) 
und aus dem Ausdrucke für dy in (XIII) noch diese: 
04 7 9%, — o(u, + %y E u, A Op): 
Wegen v = u ergibt sich daher: 
0 = KR 0, = o(u, = %n SE u, + &,)- 


Damit ist die Integrabilitätsbedingung (II) des Systems (I) auf neue und wesentlich 


bequemere Weise abgeleitet. 
S. 956, 2. 8f. Bei vollständiger Ausrechnung erscheint das in der Gestalt: 


Bel 08... ex) OB 15 1. |.Be 
De lee 


lea| 


BB, 3) + 


Kr 
1ea| 


Bl, ße Ex 
+ [7,92% y+ 5, |BöQ4 9) + 5 |ßeau)=0. 


Es muß offenbar möglich sein, diese Gleichung auf einem bequemeren Wege zu 
gewinnen, doch wollen wir das anderen überlassen. 
Zu Band III. 
S.28, Z2.10f. Siehe Bd. II, Abh. XIV, S. 590f., 602. 
S. 720, 2.5—1v.u. Vgl. jedoch Bd. II, Abh. XII, S. 523 und S. 942, 2. 22—25. 
Zu Band IV. 


S. 359, Z2.2,1v. u. Vgl. Bd. II, S. 66, 2.3—1 v. u. und 8. 878. 
8.589, 2. 8 und 10£. lies: y(x — ty) und d log (X? + Y?). 
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